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CAMBIAMENTI DI SISTEMA DI RIFERIMENTO

Consideriamo il piano catesano R? con un sistema di riferimento (O,U). Se introduciamo in
R? un secondo sistema di riferimento (O',U"), S pone il problema di trovare delle leggi di
trasformazione che permettono di passare da un sstema di riferimento ad un dtro, cioe ricavare
delle leggi che permettono, note le coordinate di un punto (o I'equazione di un qualungue ente
geometrico) rispetto a primo sstemadi riferimento, di conoscere le coordinate dello stesso punto
(ovvero I'equazione ddl'ente geometrico) rispetto al'dtro sstema

Prendiamo in condderazione tre operazioni che consentono di passare da un dstema di
riferimento ad un dtro :

1) Tradazione

2) Rotazione

3) Rototradazione

Tradazione

v

Dato un sstema di riferimento cartesiano ortogonale (O ;U) in R? di versori fondamentali
(i, J), consgderiamo un secondo sistema (O',U’) tale che
1) Ot=0
2) Gli ass X' ey sono pardldi rigpettivamenteax ey, cioex/ix  y'lly
3) Il punto U' étde che stacca sugli ass (XY i versori (i, j)
Supponiamo che O' abbia coordinate (a, b) rispetto d primo Sstemadi riferimento
O(ab) in(OU)
SaP un punto ded piano avente coordinate (x, y) rispetto d primo sstema di riferimento e (X', y')
rispetto a secondo, cioe
P(x,y) rispettoa(O,U)
P(X',y") rispetto a(O;U")
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Ci proponiamo di trovare ddle leggi di trasformazione che permettono di passare ddle
coordinare (X, y) di Pin (O,U) dle coordinate (X', y') dello stesso punto in (O',U"). A tale scopo

Y®  L® Y3®

consderiamo, i vettori OP, OO', O' P di componenti ripettivamente

V#a®

OP(xy), 00(b), O PKX,y)

S ha
Y#a® Y#a® Y#a®
OP=00"+0'P
e quindi
iXx=a+Xx )
I 1
Ty=b+y

Le (1) rappresentano le leggi di trasformazione che permettono di passare ddl sstema O x y d
ssema O X' y'. Esse 9 possono anche scrivere nellaforma

I X'=x-a 1)

|

iy=y-b

Rotazione

Dato il sstema cartesiano ortogonde (O,U) di versori fondamentdi (i, j) condderiamo il nuovo

sstema (O',U") tade che

1) Ot O

2) Gli ass X' ey' 00O ruotti rigpetto agli ass x y di unangolo J

3) Il punto U' e tde che stacca sugli ass (X', y") i versori (i, j) che sono ottenuti dai versori i, ] con
unarotazione di unangolo J .

SaPunpuntodi R? avente coordinate (X, y) rispetto ad primo sistemadi riferimento

v
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Px,y) in(GU)
e coordinate (X', y") nd secondo sisemaddi riferimento

PXx,y) in(O.U)

Alloras ha
WO WO BE
OP =OP'+ P'P
e quindi
%® . -
OP =xi+y] Q)
S haanche
Y#a® Y#a® Y#® Y3®
OP =OP'=0OP'"'+P'"P
quindi 9 ha
W’® . -
OP =X'i'+y']" 2

Ddle (1) e (2) S possono ottenere le leggi di trasformazione. A tae scopo ricordiamo che un
vettore v de piano s pud scomporre nella somma di due vettori orientati secondo gli ass
catesani e ottenuti come prodotto delle componenti del vettore per i risettivi versori
fondamentdli, ciog, sev e un vettore v(v,,v, ) S ha

V=V itV |

X y

Come s3ppiamo, le componenti v,,v, di tale vettore, S ottengono come prodotto scalare tra il
vettore ed il rispettivo versore, cioe s ha

V, = VX
vV, =V
Per cui avremo

v=(vX)i+(vX)]
Tenendo presente quest'ultima relazione otteniamo

iI"=(i"M)i+(1%)]

=30 +0%)]
Essendo i, i',j, " versori, S ha (il prodotto scdare di due versori € dato dal coseno dell'angolo da
formato)

I'= cosJ i+co%-J%j=cosJ i+send |

j':cosg%)ﬂ % i+cos) j=-send i+cosd |
In definitiva, le uguaglianze

i'=cos) i+send |

j'=-send i+cos]) |
rappresentano le relazioni frai versori i e j del primo ssema di riferimento ei versori i', J' del
secondo Sstema. Sogtituendo tdi relazioni ndl'uguaglianza (2) 9 ha:
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Y#:®

OP =x"i"ty'j'=X(cos) i+send ) +y'(- send i+cosd )
68 =(x'cos) - ysend )i +(x'send +y'cosd )]
Ddle(1) 9 ha
Y3®
OP =xi+y]
Per cui

(x'cosd - y'send )i +(x'send +y'cos) )] =Xi+y]j
Otteniamo pertanto

ix=x'cosJ - y'send

1y=x'send +y'cos)
che rappresentano leleggi di trasformazione per passare da un riferimento O X' y' ad un dtro O x
y incui gli ass risultano ruotati di un angolo g.

Per determinare le formule inverse basta risolvere il ssemalineare

| x=xcos] - y'send
%y’:x'senJ +Yy'cosJ

rigoetto ale varigbili X' ey'.
Il Sgema ammette una sola luzione 2 il determinante ddla matrice

agos) - senJo

“&end  cos) &

e diverso dazero. Essendo det A = +1 otteniamo
i X'=xcosJ +ysend
% y'=-xsenJ +ycos]

Osservazione - Condderiamo lamatrice

A_ae:osJ -senJ('_j
“&end  cos) g

detta matrice dellatrasformazione. Essagode delle seguenti proprieta:
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1) det A=+1
La scelta del segno dipende ddl'orientamento del versori e quindi dei due sstemi di riferimento.
Sei die sgemi di riferimento sono concordi il determinante € ugude a 1

Se sono discordi é ugudea- 1

2) Ogni demento coincide con il suo complemento agebrico

3) A=A

4) Lasommade quadrati degli dementi di unalinea eugudea +1.

5) Lasommade prodotti degli eementi corrispondenti di due linee paralele € ugude a zero. Tde
sommae cosJ send - send cosl , essa coincide con lasommade prodotti degli ementi
di unariga per i complementi dgebrici degli ementi corrispondenti di un'dtrariga, ed e nulla
per il 2° teoremadi Laplace.

Lamatrice A € una métrice ortogonae.

Definizione - Unamétrice quadrata A di ordine n s dice ortogonale se la sua inversa coincide
con lasuatrasposta, cioé serisulta
A=A
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Rototradazione

\ 4

Sa (O\U) un gstema di riferimento cartesano ortogonde di versori fondamentdi (, ) e Sa
(O',U) un secondo sitemaddi riferimento tale che :

1) O° 0O

2) Gli as3 x' ey' non sono pardldi ax ey erisultano ruotati di un angolo g rispetto ax, y.

3) U étdechestaccasugli ass X' ey'i versori i', ' ruotati di un angolo q rispetto ai versori i, j.
Sia P un punto dd piano avente coordinate (X, y) nd primo sstema di riferimento e (X', y') nd
secondo sstemadi riferimento.

Px,y) in (OQU)
PX,y) in (OU)
Avremo

WO O  AE
OP=00'+0O'P
Xi+tyj=ai+bj+xi+y'j
Xity'j'=(x- a)i+(y- b)j
Moltiplicando sclarmente ambo i membri primaper i' e poi per j' otteniamo

X1 +y' ¥ = (x- a)iX¥'+(y- b)j «'
essendo
—— Coa_ @@ 0
I'¥=0 JN—COSQ(_iE Jz—senJ avremo

X'=(x- a)cos +(y- b)send
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Inoltre avremo

X1 +y' %' = (x- a)i§'+(y- b)j ¥’
essendo
1"4'=0 iﬂ'zco&%ﬂ%z-sen\]

avremo
y=-(x-a)send +(y- b)cosJ
Leleggi di trasformazione saranno

i X'=(x-a)cos] +(y- b)senJ
%y=-(x- a)send +(y- b)cosJ

Adolfo Scimone

Da queste S possono ottenere come cas particolari le leggi precedenti di tradazione (g = 0) edi

rotazione ((a, b) = (0, 0).

Coordinate polari

Fissamo nel piano un verso postivo per le rotazioni, ad esempio qudlo antiorario, una unita di
misura per le lunghezze ed il radiante come unita di misura degli angoli. Un sstema di coordinate
polari & codtituito da un punto detto polo e da una semiretta orientata r uscente da O detta asse

polare

\

O

r

Ad un punto generico P del piano vengono associati due numeri

Y#®

1) il modulor del vettore OP conr 3 0

Y3®

2) lamisura q (in radianti) dell'angolo orientato formato dalla rettar e dd vettore OP tde che

0£J £2p
g prendeil nome di anomdiadd punto P.



Geometria analitica del piano pag 39 Adolfo Scimone

Viceversa, data una coppia (g, a)tdeche a3 0 e Of£a £2p afd essas pud associare uno

Y4®

ed un solo punto del piano. Tade punto € I'estremo dd vettore OP giacente sulla semiretta
uscente da polo O e ruotata rispetto al'asse polare, nd verso positivo delle rotazioni, dell'angolo
a ed avente modulo ugude ad a

S ottiene pertanto una corrispondenza biunivocatrai punti del piano e le coppie dd tipo (r ,J )

con 0£J £2p. A tde corrispondenza biunivocafaeccezioneil ,polo O che hamodulo nullo e
unaanomaliaJ indeterminata, per cui ad corrispondono tutte le coppie (0,J ) .

Relazioni fra coordinate polari e coordinate cartesane

Congderiamo un sstema di coordinate polari (0, r) ed un sstema di riferimento cartesiano che
abbial'origine nel polo O, il semiasse positivo dell'asse x coincidente con I'asse polarer el'asey
P

U
scelto in modo che I'angolo orientato xy = 5

v

O r X

Se un punto P dd piano ha coordinate (r ,J ) nd riferimento polare e (X, y) nd riferimento
catesano, s ha:

i X=r cosJ
|
Ty=r send

che sono, le relazioni tra le coordinate polari e cartesiane di uno stesso punto e rappresentano le
formule di trasformazione dd riferimento polare a quello cartesano.
Essendo

2 4.\2 =y 2 XZtJ
X Yy r ” g

otteniamo le formule inverse
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r = ,XZ +y2

J :arctg% con 0£JE£2p
Osservazione - Inun sstemadi coordinate cartesane S hanno le cosidette linee cartesane date
da x=cost y=cod cherisultano pardldeagli ass. Nel caso delle coordinate polari le linee
coordinate sono ddl tipo
a r =r ,=cost checorrigpondono a circonferenze concentriche con il centro nel polo O.

b) J =J ,=cost che sono tutte le semirette uscenti dal polo.



