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Calcolo combinatorio

Condderiamo un indeme di n oggeti d naura quasad. Indicheremo questi oggetti con

a,8,,...,8,.
Con questi n oggetti 9§ vogliono formare dei gruppi, ciascuno formato da uno stesso numero k di

ogoetticon KEn.

Disposizioni semplici di n oggetti

Definizione: Ddi n oggetti e detto k un numero intero postivo minore o ugude a n, 9 chiamano
disposzioni semplici di questi n oggetti pres a k a k o ddla dasse k, tutti i gruppi che S possono
formare con gli n oggetti dati in modo che ogni gruppo contenga soltanto k degli oggetti deti, e che
due gruppi qualunque differiscano fra loro o0 per quache oggetto, oppure per I'ordine con cui gl
0ggetti Sono dispodti.

Esempio — Dati tre oggetti, ndicati con le lettere A,B,C, le diposzioni di classe 2 sono tutte le file
realizzabili usando ogni volta due delle tre lettere:

AB, BA, AC,CA,BC,CB

S tretta, quindi di s file possihili.

Indichiamo quindi con D, il numero delle disposizioni semplici di n oggetti di clase k.

Teorema — Il numero ddle digposizioni semplici di n oggetti di classek e dato da

D, =n(n-1)(n- 2)....(n- k+2)(n- k- 1)

cioe D,, éuguaea prodotto dei k numeri consecutivi decrescenti a partire dan.

Dimodrazione Gli n dementi divers

a,a,,...,a,
pres ad uno ad uno danno luogo, ovviamente, ad n disposizioni di classe uno
D,,=n 1)

Per formare tutti i gruppi di classe 2 condderiamo, successvamente, ciascun gruppo di clase 1 e,
di seguito poniamo uno dla volta ciascuno degli n- 1 dementi estrang d gruppo congderato. Ogni
gruppo di classe 1 generacosi n- 1 gruppi di classe 2.
Possamo quindi scrivere

D,, =D, (n-1 )
Per formare tutti i gruppi di classe 3, congderiamo, successivamente, ciascun gruppo di classe 2 e,
di seguito, poniamo uno dla volta ciascuno degli n- 2 dementi estrang d gruppo considerato.
Ogni gruppo di classe 2 generacosi n- 2 gruppi di classe 3. Possamo quindi scrivere

D5 =D;.(n-2) 3
e cos via Per formare i gruppi di classe k-1 condderiamo ciascun gruppo di clase k- 2 e
poniamo uno dla volta ciascuno degli n- (k- 2)= n- k+2 dementi edrane d gruppo
consderato. Avremo quindi:

Dn,k—l :(n' k+2)Dn,k-2 (k'l)

Per formare infine tutti i gruppi di dasse k, condderiamo ciascun gruppo di classe k- 1 e poniamo,
d seguito, uno dla volta cascuno degli n- (k- )= n k+1 edementi edrane a gruppo
considerato.
Avremo

Dn,k = (n' k+1)Dn,k-l (k)
Moltiplicando membro amembro le k rdazioni (1), (2),...... ,(K) precedenti otteniam
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D, XD, ,%..2D,,=nD,;(n-1)D,,(n- 2)...D,,.,(n- k+2)D,, ,(n- k+1)
cioe

D,, XD, ,%..20,, = n(n- 1)(n- 2)....(n- kK+2)(n- k+1)D,,D,,...D, .,
Dividendo per i faittori comuni contenuti nel due membri otteniamo

D, =n(n-1)(n- 2)....(n- kK+2)(n- k+1J)

Disposizioni con ripetizione

Sano dati n dementi digtinti
a,a,,...,a,
proponiamoci di calcolare il numero dei gruppi che S possono formare prendendo k degli dementi
dati, con k qualunque e con I’ eventude ripetizione di qualche demento. S ha
1) Se € k<n 4 ritrovano le digposzioni semplici, oltre a qudle ndle qudi un demento e
ripetuto come ndl caso dei seguenti 4 dementi a,b,c,d pres atre atre abc; acd, ....,.aaa,
bbc,....
i) Se k>n, quache demento dovra essere necessariamente ripetuto, risultando cos ecluse
le digposzioni semplic. E il caso dd gioco dd totocacio in cul gli dementi diginti sono
n=3 e specificamente, i noti smboli 1,X,2 con i qudi 9 debbano codruire colonne di
k =13 dementi
Definizione S dicono digposizioni con ripetizione di n dementi pres ak ak (o di casse k), tuitti
I posshili gruppi che 9 possono formare prendendo k degli ementi, con I'eventude ripetizione di
quacuno di ess.
Indicando con D’ il numero delle disposizioni di classe k di n dementi ed essendo
D,,=n
D,, =D,,n =n’
D,; =D,,m=n’
D, =n"
Essmpio  Calcolare quante colonne di una schedina dd totocalcio dovranno essere compilate per
avere la certezza di ottenere un 13.
Shan=3 k=13
D, =Nn"=1594.233 colomne

Permutazioni di n oggetti

Definizione S chiamano permutazioni semplici di n oggetti (elementi) distinti le disposizioni
semplici degli n elementi presi ad nad n.

In dtre parole S puo anche dire : Le permutazioni di n oggetti diginti sono tutti i gruppi formati
clascuno datutti gli n oggetti dati e che differiscono fraloro soltanto per I’ ordine degli oggetti.

Indicando con P, il numero delle permutazioni di n dementi, S ha

R =D,
equindi avremo (k =n)

P =n(n-1(n- 2)........... 3R
cioe
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cioe

Il numero delle permutazioni semplici di n oggetti digtinti € ugude a prodotto dei primi N numeri
neturdi.

Definizione Sek e un numero intero maggiore di 1, chiamasi fattoriale del numero k, e s indica
con k!, il numero cherisulta dal prodotto dei primi n numeri interi, cioe

KI=1228.....cceuee. (k- Dk
Seé k =10 k=0, s pone per definizione
=1 0=1

Combinazioni semplici

Definizione S chiamano combinazioni semplici di n dementi distinti pres ak ak (o di cdasse
K) k£n, tutti i posshili gruppi di k oggetti che S possono formare con gli n dementi in modo da
condderare digtinti solo quei gruppi che differiscono per dmeno un eemento.
Confrontando la precedente definizione con quela ddle disposizioni semplici, potremo dire che,
per essmpio, i due gruppi

abc; ach
codtituiscono due digposzioni diverse (differiscono per I'ordine degli dementi) ma formano la
stessa combinazione
Risulta quindi evidente che ogni combinazione pud generare tante digposzioni quante sono le
permutazioni del suoi k dementi S haquindi

D, =C,, X!
equindi
an T
C.=— cioe
' K!
_n(n-1(n- 2).....(n- k+1)
Cn,k - Kl
moltiplicando numeratore e denominatore per (n- k)! 1 0
otteniamo
c = n(n- 1)(n- 2)....... (n- k+2)(n- Kk)! _ n(n- )(n- 2)....... (n- k+1)(n- kK)(n- k- 1)...2x1
nk ki(n- K)! ki(n- K)!
essendo il numeratore n!, avremo
n!
C,=——— *
" kI(n- K)! ©

cheprendeil nomedi legge dei tre fattoriali.

Coefficienti binomiali

Diremo coefficiente binomide e lo indichiamo con il ambolo

280

&g
che s legge < nsoprak> il numero dele combinazioni semplici di n dementi divers di dasse
K, cioé

ano_
G
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Proprieta dei coefficienti binomiali

1% Proprieta Leggedelecass complementari
o _aen o
& &n-kg
cioé il numero ddle combinazioni semplici di n elementi di casse k € egude d numero ddle
combinazioni semplici degli $ess dementi di dasse n- Kk .
Infatti, applicando la (*), abbiamo
afo_ n!
&gy k!(n- k)!
el 0_ n! n! _ n!
Ch-kg (- K- (- k) (n- K)I(n- n+ k)l Kl(n- k!
e per la proprieta trangtiva ddl’ uguaglianzas ha
o aen o
&k &n- kg
chevae anche per k =0 purchés convenga che
a#o

==1
€05

e quindi

2% proprieta Legge di Stiefel

Per 1EKE£ n- 1 sussgelardazione

;o al- 10 an- 1(_)

Sy k-15 Sk 5

S ha

o - 10 am - 10 (n-1)! L (-1
S-15 §k 5 (k-D!(n-1-K+D! K- 1K)
_ (n-1)! N (n-1)! _
(k-1)!'(n- k) k(k-1)!(n- k- 1)!

essendo p!=p(p-1)!

avremo
= (n- 1) + (n- 1) = raccogliendo afattor comuneil termine
(k- D!(n- k)(n- k- 1! k(k-D!'(n-k-1)!
(n- 1) otteniamo
(k- D!(n- k-1)!
(n-1)! el 1u (n-21)! k+n- k
(k- D!(n- k-1)!&n- K KB (k-1D)!(n- k- DI k(n- k)
(n- 1)! n n! _ a0

(k- DI(n- k-1 k(n- K) _ KI(n- k)! Sk

3% proprieta Legge di ricorrenza
@n 6_anon- k
ek +1g Ekgk+1
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Siha

a&h o6_n(n-H(n-2)...n-k-1+D) n(n-(n- 2)....(n- k+)(n- k) _
Sk+1py (k+1)! - (k+1) X! -
_n(n-1)(n- 2)....(n- k+) n- kK _a®dn- k

k! k+1 SKyk+1
Questa proprieta ci permette di cacolare il numero delle combinazioni di classe k+1 (cioe ddla
classe successiva) quando e noto il numero delle combinazioni di classe assegnata.



