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Congruenze

Nel’'ingeme de numeri rdaivi introduciamo lareazione di congruenza modulo m.

Dati due numeri redivi a e b, diciamo che sono congrui modulo m e la loro differenza e divishile
per m e scriveremo

a- b=km oppure

a° b(modm)
dove m viene chiamato modulo della congruenza.
Inoltre possamo dire che:

Due numeri relativi ae b, sono congrui modulo m se divis per m danno 1o stesso resto.
Teorema  Due numei redivi a e b sono congrui modulo m se e solo se la loro differenza é
divighile per m.
Sa
1) a® b(modm) dlora
a=mg+r
b=maq, +r
e quindi

a- b=mg, +r- (mq,+r)=mq+y - mg,- 7 =mg, - mg, =m(q, - ¢,)
pertanto a- b édivisbileper m

ii) a- b dadivisbile per m

per cui
a- b=mq

equindi
a=b+m

dividendo b per m otteniamo
b=mq, +r

sodtituendo avremo
a=mqg, +r+mq
a=m(q +Qq)+r

ciog, adiviso per m fornisce lo stesso resto r. Ne consegue che
a° b(modm).

Teorema Condizione necessria e sufficiente affinché due numeri a e b sano congrui modulo m é
chea eb divis per m diano |o stesso resto.
Dim.
a=mg +n
b=mq, +r, per ipotes
Ts a- b=km

S ha
a- b:(ch' Q2) m+i- o
Confrontando con la
a- b=km, poiché m|(a- b) dovranecessariamente essere
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r=r,.

Per |e congruenze modulo un prefisssto uninterom e a,b,c1 Z vagono le seguenti proprieta

1) a° a(modm) proprietariflessva
2) a° b(modm) b b° a(modm) proprietas mmetrica
3) a° b(modm)Ub ° c(modm)P a° c(modm) proprigtatrangtiva

4) a® b(modm) b (a+d)° (b+d)(modm)

5) a® b(modm) P ad®° bd(modm)

Da queste proprietasegue la

Def. Per ogni m gppartenentea Z , dlardazione a® b(modm) associamo unapartizionein class
di equivadenza el’indeme quoziente modulo lardazione di equivdenza saral’ingeme

{[0][1] [2] e[ M- 1]} che prendeil nomedi insieme delle classi resto modulo m

Le class resto digtinte modulo m sono tante quanto sono i resti possibili che s hanno nella
divisone modulo m, cioé

Poiché le class resto modulo m distinte traloro sono m, possiamo scegliere come loro
rappresentanti gli m numeri non negativi minori di m (cioéi resti delle divisoni per m) in modo che
le class resto modulo m sano

[0].(4 [2].....[m- 1]
dove

[0] ={....- 3m,- 2m - m,0,m,2m,3m...}
cioel'ingemedd multipli di m, in generde

[K] ={... k- 4mk-3mk- 2m k- mk k+m k+2mk+3m,..}

[m-1={.,-1-3m- 1- 2m-1-m,-1,2n - 1,3m- 1,.}

Consideriamo due dlassi [a];[b] e due dementi generidi, uno della primaed uno della seconda
a, =at+km

b =b-+km con hki Z
S ha

a th =a+km+b+km=a+b+(h+k)m
e quindi

a, +b, ° (a+b)modm
per cui avremo:
[a+b]=[a +b)]
Ciog, comunque s prende un demento a, T [a] e b, T [b] lasommal [a+D]; pertanto possiamo
introdurre |’ operazione di addizione cosi definita
[a] +[b]=[a+D]
Andogamente per lamoaltiplicazione s ha
ah, =(a+km)(b+km) =ab+(bk +ah+khm)m
equindi
ab, ° (ab)modm
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cioe
[ab] =[a.h)]
Comunque s prenda.un demento a, T [a] e b, T [b] il loro prodotto T [ab] e quind

[a]{b] = [ab]

f’ Esempi
Risolverela congruenza

12x° 15(mod39)

La congruenza ammette soluzioni perché
(39,212) = 3|15
Per determinare una soluzione gpplichiamo I agoritmo di Eudlide

39 12

39=(342)+3
3=39+(-3)«2

essendo
15=35 avremo
15=53=539+(- 15)42
12%(- 15)- 15= 395

e quindi possamo scrivere
12x(- 15) ° 15(mod39)

percui - 15 éunasoluzione

Tutte le dtre 3 ottengono da essa aggiungendo un arbitrario multiplo di

(m &)
Essendo (m a) =(39,12) =3
avremo
39

x=-15+k—
3
cioe
x=-15+13k con ki Z
Risolverela congruenza

12x° 33(mod57)

La congruenza ammette soluzioni perché
(12,57) = 3|33
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Per determinare una soluzione gpplichiamo I'dgoritmo di Eudlide

57 12

21 3

57 =(342) +21 equindi
21=57+(-3)A2
S deve trovare pertanto un fattore tale che 33 samultiplo di 21
siha [33),,=[90],, =[147],
Essendo 147 divishile per 21 possamo scrivere
(33, =[147],,
e quindi
147 = 7x21 od anche
147=7{57+(- 3)42)
147 =7>67+ (- 21)412
e quindi possamo scrivere
12x(- 21)- 147=57%x7 ovvero
12x(- 21)°© 147(mod57)
percui - 21 éunasoluzione

Tutte le dtre 9 ottengono da essa aggiungendo un arbitrario multiplo di

(m a)
avremo
X=-21+k 57
(57,12)
cioé
X= -21+ﬂk
3

x=-21+19k con ki Z




