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Appunti elaborati dal collega Prof. Vincenzo De Pasquale

Infinitesimi

S diceche f einfinitesmao cheeuninfinitedmoper x® x, s Ii@gn f(x)=0.
X® Xo

Un infinitesmo, quindi € unavaiahile che tende azero.

Es. 1- y=cosx éuninfintesmope x® % poiché Iirrrl) cosx=0

X® —
2
y =Inx euninfinitesmo per x® 1 poiché Iigwlln x=In1=0.
Ddi due infintesmi a e b, pud accadere che tendano a zero con diversa
rapidita

Es. 2 y,=X € y,=%X

Sono entrambi infinitesmi per x® 0
Per x=01 y, =01 e vy,=0011
Per x=001 vy, =001 e y,=00001

i Anche gdicanete § nota che le

* ordinate y, diminuiscono pitl
3 rgpidamented y, per x® 0.
z Per confrontare la diversa repidita di

tendenza a zeo, 9 introduce |l
concettodi ordine d uninfinitesmo.

_J/D(S/ 0.5 1 1.5 z
-1 1. Didamo ce due

a e b sonoddlogeso ordinese

infintesmi

lim a_ k con k! O efinito.
X¥#:® a b

Es. 3 lim 21X -1

x¥#®0 X
Quindi Snx ex sonoinfinitesmi dello esso ordine.

Es. 4 Ilim

X¥#® 0 X

Quind 1- cosx e x* sonoinfinitesmi dello Sesso ordine
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2. Didamo crel’infinitesmo a edi ordine superioreab se

im =0
X¥#:® a b
 1-s 5 -
Es. 5 fim —oX =80 g, 26X

xmal  COSX e0g x%®%-§nx

Quind 1- sinx édi ordine superiore acosx

3. Didamochea einfintesmod ordineinfaioreab se
. a
Iim —=¥
x¥%:® a [y

4. S lim % non edde i due infinitesmi non sono confrontabili (dmeno con
X¥#:® 0
il criterio ddl rapporto).
5. Didamo che a € un infinitesmo di ordine n par x® 0 £ a é ddlo geso
ordinedi x",cioese
im —=k conk? O efinito.
x%® 0 X"

1- cosx _1

Es. 6 Daoche lim

x#H®0 X2 2

Condudiamo che 1- cosx e un infinitesmo dd secondo ordine

Per dadlire I'ordne d un infintesmo a lo 9 oonfronta con x" (con n
incognito) essguendo il calcolo dd

fino aquando il limite risulta determingto.

Es. 7 Pedaeminarel’ ordinedi y=x- sinx per x® 0 9 ha

X-8SnX _a®d0_ im 1- cosx _a®od i sin x a0
n-1 =GST= T ANon2

&0g xmeon(n- nx“‘%og

eOg Xx%® 0 NX

lim
X¥#:® 0 X

n

COSX
lim
xsmoon(n- 1)(n- 2)x"3
Se n-3=0 la forma non & piu indgerminata, petanto x- sinx € infinitesmo dd
terzo ordine.

Sawa e b dueinfinitesmi ddlo Ses0 ordine, per cui
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im &=k conkt 0

X¥#:® a
aramno
8 —k+e
b
dove e éuninfintesmodmultaneocon a e b . Segueche
a=bk+be
vy \ . , &. bk _ 0 . i
I'infintesmo bk e delo seso ordine di b im — =kz e quindi axche di
Y#.® a ]
a .

be esendo il prodotto d due infintesmi € un infintesmo di
ordine superiore a dascuno de due in paticolae € di ordine
uperiorea b .

In condusone Ogn infintedmo a 9 pud decomporre ndla somma di due
infinitesmi
a =a,ta , inad a, eddlo geso ordinedi a ed é detto parte
principale d a , mentre a , é di ordine superiore rigetto ad
a ededetoparte complementare d a .

Principio di sostituzione degli infinitesimi
Il limite dd rgpporto d due infinitesmi € ugude d limite dd rgpporto dele loro

parti principdli.
Infetti '2ea e b sonoinfinitesmi Imultana 9 ha decomponendali

a,o
a1§+ =
. a . a,ta _ a . a
im == lm 22" 2= |jm —& 19 |y 21
x¥%®a P x%/4®abl+b2 XYH® a b.o xweab
+ 2 = 1
19
Poiché
. a ; N o
lim —%=0 perchéa , edi ordinesuperiorerispettoad a , e
x%@aal
I/Lrg 2 =0 perché b , édi ordine uperiorerispettoad b |
X¥#® a 1
condudiamo che
. a . a
im —= lim —%

x%’a@ab x%/a®abl
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Sgue ce il limite dd rggpoto d due infintesmi non 9§ dtea dimnando i
infinitesmi di ordine superiore (d6 semplificail caodlo)

_ 8dnx+2x* +xs€nx
Es. 8 Iim —
XY:® 0 3X- X“9nXx

Al numgratore:  sinx edd primo ordine

x? edd secondo ordine

xsinx edd secondo ordine
Al denomingtore X edd primo ordine

x? sinx edd terzoordine

Pertanto
. 83nx+2x*+xsnx . 8snx 8
lim 5 = lim =—
X%s® 0 3X- X"9nx x#®0  3X 3

Es. 9 Leduefuzon
a=x-In(1+x) e b=1-cosx

per x® 0 sono dueinfinitesmi. Confrontareb con a
S ha

1 1
, . - + O . T 14X . +X)?
|Imi=|lmM=§29=llmﬂ:hmM:1
®0h x®0 - CcOSX e0g 0 gnx ®0  CcOSX

| dueinfinitesmi Sono dello gesso ordine

2

Es. 10 Confrontare  I'infintesmo  a =1- cosx- X? ocon  l'infinitesmo
b=tgx- x
S ha
2

a . 1- cosx- — snx-x . cosx- 1

im —=lim——% =Iim = lim =

®oh x00  tgX- X X®°1+tgzx- 1 x®0 2'[gX(l+thX)

. - snXx 0
=lim 0

X® 0 2[1+tgzx +3tg2x(1+tgzx)J 2
Pertanto a e di ordine superiorerispetto ab
Confrontare I'infinitesmo a = x - sin x conl'infinitedmo b =tg® x- sin®x
Sha

X- snx . 1- cosx

lim 2 = lim —— 1%~ jim — =
x® 0 h x®0tg X- 9n°X x®o0 2tg)((1+tg X)- 29N X COSX




pag 5

. snx
=lim —— =
x®0 211 +tg®x+ 3(1+tg°X) - cos® X+ smsz
. COS X
=lim > i . > ——— =¥
x®0 2A2tgx(1+tg x)+3[2tgx(1+tg X) +3tg x(1+tg x)J+4sm xcost
S condudechea éirfinitesmo di ordineinferiore rigpetto ab

Es. 11 La fudone y= xsin1 % X tende a zero, tende a zero, percio y € un
X

infiniteamo. Confrontarey con I’ infinitesmo X.

Il rapporto e
xsinl

X: X:g'n_

X X X
equind il

jim X = lim sn=

><®OX X® 0 X
non esde

Dobbiano condudere che Pirfinitesmo  xsin, per x® 0 non & confrontabile
X

con I'infinitesmo X, cioé non € ddlo esso ordine di X, né di ordine superiore,

Es. 12 Riguardando x come infintesmo di confronto, determinare |'ordine e

la pate prindpde  ddl'infinitesmo, deeminare la pate  prindpde
ddl’infintesmo

8x?

X +4
Sccome s puo sivere
y 8

X x2+4
esendo
imY=8-21¢
®o0 x4

s condude che y € infintesmo dd 3° ordine rigpetto ad x e che la sua pate
principde & 2x°. Peartanto S puo scrivere
y=2x’+ex®

ovelime=0.
x® 0

Es. 13 Deeminarel’ ordine elaparte principae ddl’infinitesmo
y =1- cosx
Essendo
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y=1- cosx=25in2§

begta dividere anmbo i membxi per x*, 5 ha

2sn?=
y _ 2 . ,X
2T T2 29N
X X X 2
. .2 . ,x 1
|Iml2:|lm —sn*===10
X®OX x®0X 2

S oondude che y=1- cosx € infinitesmo dd secondo ordine rigoetto ad x (per
X® O)eIaSJapateprincipdeé%xz.
L’infinitesmo 9 pud srivere

:%x2+ex2 doveli&ezo

Quando l'atifido d dvidere per una opportuna potenza ddl'infinitesmo  di
confronto non e evidente s deve procedere confrontando con x" .

Es. 14 Ddaminarel ordineddl’infinitesmo

_[16°
Y X T2

Per x® 09

l_i%/16x5 _, 16x° %/16x5'3n
X" X" UxP+2 [ x(X*+2) Wxe+2
Poiché il denominatore non tende a zero per x® 0, deeminiamo n in modo che
ancheil denominatore non vi tenda, occorre quindi cheda 5- 3x =0, dacui
n=2>
3
Avremo pertanto

, . 16
|Iml5:|lm3 —_=3/8=2
x® 0 > x®0 \| X°+2

X

Es. 15 Applicandoil prindpio di sodtituzione degli infinitesmi calcolare
im 3x+ 2x® +9n°Xcosx
X® 0 4x + XtgX + Sinxtg®X
Al numeratore  3x einfinitesmodd  1° ordine rigpetto ad X
2x* éinfinitedmodd 3° ordine rigpetto ad x
sin®xcosx einfinitesmo dd 2° ordine rigpetto ad x

Al denomingtore  4x einfinitesmodd 1° ordine rigpetto ad x
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tgx einfintesmodd 2° ordinerigpetto ad x

sinxtg®x einfinitesmo dd 3° ordine rigpetto ad x

Per cui

. 3x+2x®+sn’xcosx . 3x 3
lim - s—=lim —=—
®04x + XtgX +SNXtgx *®04x 4

Es. 16 Cdcoae
lim IN(1+x) - In(1- x)- 2x
x® 0 tgx- X

E immadao veificae che d9a | numeaore che

infinitesmi (per x® 0) edateminare |’ ordine.
Per il numeratore

1.1,
i DL+ - IN(1- %) - 2x o Tax 1o x T
X® 0 X" x® 0 nx"t
- 1 + 1 2 + 2
= lim (1+X)2 (1' X)2 =lim (1+X)3 (1' X)3 —
@0 n(n- Hx™? ®on(n-1)(n- 2)x"?3
Seponiamo n = 3 il limitenon e pitiindeglerminato e S ha
2 2
+
_ _ _ 3 _ 3
im In(1+ Xx) Ingl X) - 2X — jim 1+x)° (@1-x _
x® 0 X x® 0 32X

PertantoIapateprincipdedell’infinitesjmoé%x?’
Per il denominetore
_ 2y _ 3
im tgx- X —lim 1+tg >§ 1:Iim 2tgx + 2tg°x _
x® 0 Xn x® 0 nxn' x® 0 n(n_ 1)Xn—2
— lim 2(1+tg®X) + 6tg°x(1+tg°x)
®0 n(n-1)(n- 2)(n- 3)x"?
Ponendo n - 3=0 il limiterisultadgeminao. S ha
_ 2 2 2
im tg x3 X _ —m 2(1+tg°x) + 6tg“x(1+tg“X) _1
x® 0 X x® 0 3K 3

laperte principele dal'infinitesmo tgx- x & %x3

[l limite propogto sara

denominatore

N0
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2 s
=X
im I(1+X) - In(1- x)- 2x —jim

3 )
X® 0 tgx- X x®0£
3

X3

Es. 17 Cdcoae
x® - arctg3(§/7)+sin5x

lim -

X® 0 (ex ] 1)_ 755 - (5x _ 1)

La preza ddle poeze suggeisce di trascurare gl infintesmi di - ordine

superiore

A. x* €& infintesmo di ordine superiore rigeto a sSn°x e quindi 9 puo
trascurare

B. Premesso che arctg® {/x* ) siairfinitesimo del 3° ordine, poniamo

3/y? =
X2 :t3

3
X=tz

1 1
3 3arctg’t —— 2 2arctg t———
jim X949 L — i 1t gy Ly AAGTE g ey 1+t _
@0 t®0 3% t®0 1 +1t% t®0 {2 t®0 %
=i =1
t®0 ] + 2

Petanto arctg®t e t® sono infinitesmi ddlo des0 ording indtre t° =x* per cui
arctg3(%/x—2) einfinitesmo dd 2° ordine rispetto ad x.
Cio suggerisce di trascurare sin®x ripetto dl’ arcotangente.
C. Veifichiamol'Ordined e - 1
jim & L=, &1
x® 0 Xn x® 0 nxn'
Se n- 1=0 il limite e determingto, per cui e* - 1 einfinitesmo dd 1° ordine.
Trascuriamo indltre 7x°
D. Vaifichiamol'Ordined (5*- 1)*.S ha

X _ 4 X _ 3EXx X _ 3
im & =y A&7 D SISy i & =
x®0 X x®0 4)(3 x® 0 x® 0 X3
X _ 2EX X _ 2 X _ X
= In5lim 3@ Y9N _ 1 iy 5xjn 5jim & = 25y 257 - D7 INS
x® 0 3X2 X® 0 x® 0 XZ x® 0 2X

5 In5:|n45

=In®5lim
Xx® 0
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Pertanto (5*-1)* € infintesmo dd quato ordine e possamo trascuralo perche
di ordine superiorerigpettoa e* - 1.
Possamo quindi strivere

iim x® - arctgs(i/?% Sin°x _ lim - arptg3(§[x_2)= im arctg®t _
X® 0 (ex-l)- 755 - (5x_1)4 X® 0 (eX_]_) t® 0 t;-l

2

_ . actg’t 3arctgt+t o
=- lim —=—=-lim ——— =-2lm
0o 3 t®0 ig1l teo 2 t®0 ,\/f

e -1 e’ =t2
2

2arctgt ——
=-2>1>4im1—1+t = - lim +/{ xarctgt = 0

t®0
—A/t
St

Calcolare i seguenti limiti

- sin®x+2sin’x- xtg®x 1
@0 XIn(1+X)- x3- +xsin’x
_ 3x%- sinxcosx+tg X
& Im : g 3
x® 0 Xsin x
2
. X’tg X
& lm 31 2 -gz 4
x®0 2X° + X“9IN°X- tg”X
2x+ X% +cosX- sin’x

& lm _ k 2
®0 X+ XtgX+sinxtg°x

N

Wl

1
i (L x%) +tgyx + e */x

x®0 &/;+xsinx

. (1+cosx)* + X° ++/x9n®x
Calcolare Im ( ) ;/—
x® 0 InNX+7X

Al numeadore
(1+cosx)* eéinfinitesmo di ordine 8 essendo 1+ cosx dd 2° ordine
X5 13 13 5
. e e 1 7
Jxsin®x = x2sin®x @infinitesmo di ordlnez +3:E

Al denominatore
sinx einfinitesmo dd primo ordine
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7x* einfinitesmo dd quarto ordine

Possamo pertanto srivere
. (L+cosX)t + x°+4/x9n’x _ . 4/xdn’x . .
lim ( ) - = lim —= =lim +/xsn*x=0
x® 0 Snx+7x x®0  gnx  x®0




