Adolfo Scimone FORMULE INTEGRAZIONE ~ Pag 1

INTEGRAZIONE INDEFINITA DI ALCUNE CLASSI DI FUNZIONI
Integrazione delle funzioni razionali fratte

Se la frazione ¢ impropria, cio¢ il grado del numeratore ¢ maggiore o uguale a quello del
denominatore, allora si puo effettuare la divisione secondo le regole dell'algebra, si ha:

A(x) = B(x)-O(x) + R(x)

e quindi:
A(x) R(x)

B 2 B

per cui avremo:

AX) 4 _ R(x)
j mdx = [O()dx +j B0 dx

Si presentano i seguenti casi

1) - Radici reali e distinte
Consideriamo la frazione propria
A(x)

B(x)
e supponiamo che I'equazione di grado n

B(x)=0

abbia tutte le n radici reali e distinte, siano esse

Xis Xyseeis X,
E' possibile determinare n costanti K|, K,,....., K, in modo che si abbia
A(x K K K
w __K 24—
B(x) x—-x x-x, X—x,

Per cui l'integrale

J-—;Ex; risulta dato dalla somma di n integrali facilmente calcolabili.
X

2) Radici reali e multiple

Supponiamo che 1'equazione

B(x)=0
non possieda tutte le radici distinte, anche se reali. Supponiamo che ammetta, per
semplicita tre radici distinte x,,x,, x;, la prima di multiplicita r (contata r volte), la
seconda s, la terza t dove

r+s+t=n.
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In questo caso avremo la scomposizione:

A(x) 4, A4, A B, B, B,
= + St —+ + St -
B(x) (x—x) (x—x) (x—x)" x—-x (x—x) (x—x,)
G G, G

+....+
(x—x,) (x_x1)2 (x=x)'

In questo caso l'integrale della funzione
J‘ A(x)
B(x)

si scompone nella somma di piu integrali .

3) - Radici complesse

Calcoliamo i seguenti integrali

1
I, =|———dx
: J. ax’ +bx+c
dove si suppone che 1'equazione

ax’ +bx+c=0
abbia radici complesse coniugate. m=+in Possiamo scrivere:
2
. . 2 X
ax’ +bx+c=a(x—m—in)(x —m+in) = a[(x—m) +n2]: anzl(—j +1}
n

si ottiene quindi:

1 1 1 1
: '[ax2+bx+c sz'[[x—mjz an’ J‘[x_ jz .
+
n

1 xX—m
=—arct
an n
Nel caso in cui il numeratore sia un polinomio di primo grado e non sia la derivata del
denominatore, esso si puo trasformare nella somma di una costante opportuna e della

derivata del denominatore.

+c

INTEGRAZIONE DI FUNZIONI IRRAZIONALL.

Consideriamo i seguenti casi:

ax+bY ax+bY
1 P , 4 yeoo | d
) jf x\/{cx+dj \/(chrdj g

Questo integrale si riduce a un integrale di funzione razionale mediante la seguente
posizione:




Adolfo Scimone FORMULE INTEGRAZIONE ~ Pag 3

ax+b

=¢" dove n ¢ il m.c.m.(p,q)
cx+d

Casi particolari dell'integrale considerato sono gli integrali del tipo

If(x,{’/(ax+b)r,‘{/(ax+b)s,...j dx
jf(X,f/;,z/;,...)dx

2) .- J‘f(x,\/ax2+bx+c}lx (1)

Distinguiamo due casia>0 ed a <0.

1° caso - Siaa> 0. L'integrale ( 1) diviene un integrale di funzione razionale effettuando
la sostituzione:

Nax* +bx+c=+\a-x+t

dove si puo prendere indifferentemente il segno + o - .

2° Caso - Siaa <0 Indichiamo con x, e x, le radici dell'equazione

ax’* +bx+c=0

Se queste radici sono complesse coniugate allora il polinomio ax® + bx + ¢ risulta negativo
per qualunque valore della x e quindi la funzione che si deve integrare non risulta reale , lo
stesso accade se x, =x, .

Escludendo questi casi, supponendo percio che le radici siano reali, supponiamo che
X, < x,. In questo caso il trinomio ax’ +bx + ¢ risulta positivo per x, < x < x, € l'integrale

J‘f(x,\/ax2 +bx+c)dx

si trasforma in un integrale di funzione razionale ponendo:

X=X
=t
X, —Xx

cioe:

x—x, =t (x, —x)
per cui si ha :
_X £’ +x, dy— 2(x, —x)t
1+¢° (1+1£%)
Sostituendo l'integrale si trasforma in un integrale di funzione razionale.

Integrazione dei differenziali binomi
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Si chiamano differenziali binomi 1 differenziali della forma

P
x" (a + bx") dx
dove a e b sono costanti ed m, n, p sono numeri razionali.
L'integrale

P
Ix" (a + bx" ) dx
diviena razionale nei seguenti tre casi:
1°) Se p € un numero intero, si pone:
x=t"

dove k ¢ il minimo comune multiplo dei denominatori di m ed n.

m+1

2°) Se poniamo

a+bx"=t"
dove h ¢ il denominatore di p

o m+1 . . . )
3°) Se + p € un numero intero, poniamo:
a+bx"
- ¢
xﬂ

INTEGRAZIONE DI FUNZIONI TRASCENDENTI
Consideriamo 1 casi

a) Se f(x) ¢ una ¢ una funzione razionale delle variabili x e y consideriamo i seguenti
integrali:

_[ f (sinx,0052 x)cosxdx,_[ f (sinzx, cosx)sinxdx
che si possono trasformare nella forma
J- f (sinx,l - sinzx)cos xdx, j f (1 —cos’x,cos x)sinxdx

si traformano eseguendo la sostituzione sinx=¢ nel primo integrale e la sostituzione
cosx =t nel secondo integrale.

b) Sia dato I'integrale
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J.f(sinzx, cos’ x, sinx - cos x)dx

Pag

Si trasorma in un integrale di funzione razionale con la sostituzione:

tgx=t
T . 1 .
che implica x = arctg¢ percui dx = 7 dt Inoltre si ha:
+1t
2
.2 t 2 .
Sinx=—-— €os x= > Sinx-cosx = 5
1+t 1+t 1+t
Inoltre l'integrale
[ fgrdx
¢ un caso particolare del precedente se si pone
sin’x
gx=——-—
Sin X cosx

¢) Sel'integrale ¢ della forma
I f(sinx,cos x)dx

dove f ¢ una funzione razionale di sin X e cos X si pone:

t i_t
€5

si ha

x =2arctgt dx = dt

essendo

d) Integrali del tipo

1= Isin’”xcos” xdx (1)

dove m ed n sono numeri interi.

a) Se m = 2k +1 ¢ un numero positivo dispari, si pone:

I= —j sin* x cos” x(—sinx)dx = —j (1-cos®)* cos” x(—sinx)dx

Si procede in modo analogo se n ¢ un numero positivo dispari
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b) Se m ed n sono numeri positivi pari, I'espressione ( 1 ) si trasforma con l'ausilio delle
formule:

. 1-cos2x ) 1+cos2x : |
Sin X = T COS X = T SINX-coSx = —sin2x

¢) Se m=—u ed n = —vsono numeri negativi interi di stessa parita allora

n

2 v=2
dx = jcosec"xsecv_2 x%dx = I(I+L] (1+1g°x) 2 12 dx =

]=j oy v 2
Sin"xcos x Cos™ x g x Cos™ x

u+v

2.\ 2
:J-(1+tg X) 1 dx

2
tgx cos” x

dx = dt

Si puo se necessario porre tg X = t per cui —;

COS™ X

In particolare, a questo caso si riducono gli integrali:

1
j dx _ 1,_[ 2 I
sin“x 2" . x X
sin* = cos—
2 2

J_ i I d[x+2j

= _ .
Ssin | X+ —
( 2)

cos” x
d) Gli integrali del tipo
Itg'”xdx oppure I tg" xdx

dove m ¢ un numero intero positivosi calcolano con l'ausilio della formula
tg’x =sec’—1 O rispettivamente ctg’ = cosec’ —1

Integrali del tipo

.[ SINMXCOS nxdxj sinmxsinnxdx.[ COSmxcos nxdx

In questi casi si usano le formule:

1) sinmx cosnx = %[sin(m +n)x +sin(m— n)x]
2) sinmx sinnx = %[cos(m —n)x —cos(m+n)x|

3) cosmx cosnx = %[cos(m —n)x +cos(m+n)x]
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Integrali del tipo
I f (ex )dx

Con la sostituzione
1
e =t x =Int dx =~—dt
t

si ha

J.f(e'”)dx =J.@dt



