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Teoremi sui limiti

Consideriamo il seguente:

L emma: Sia a un numero reale tale che ‘a‘ <Econ £> 0, alloradovra
essere a =0

Dim. Dimostriamo il lemma per assurdo. Supponiamo per assurdo che a# 0,
per definizione di valore assoluto si ha [a >0,

Essendo per ipotes ‘a‘ <el& 0 possamo porre 523 >0, in quanto
|| >0, Risulta pertanto, essendo [a < € :
4
o<l _ gq<a
2|al-|a| <0 equindi |a]<0 che & un assurdo in quanto avevamo supposto

che | >0. Pertanto dovraessere 2 =0

TEOREMA DELL'UNICITA’ DEL LIMITE

Seesisteil limite della funzione f(X), per Xtendentea X, talelimite
e unico.

Dimostrazione

Ragioniamo per assurdo e supponiamo che la funzione per x - x,,
ammette due limiti 1 ed m ; cioé risulti:

limf (x) =1 (1)
limf (x)=m ()

Allora, considerando la (1) avremo

O @& T@IX 1(x;0),conx X, risulta
f()-I|<e

Considerando la(2) avremo
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O @& W@k I(x;9"),conx x, risulta

[f(x)-m<e

'
X, +0

Alloraavremo:

0K 1(%;r),cons  min{J;J} ex X,

risulta
f()-I|<e e
[f(x)-m<e

per cui si ha (sapendo che |a +g|<|a|+|4|)
=m=[l = f(x) +f(x) -m <]l =f(x)| Hf(x) -m
essendo
=09+ F () —m =|f (x) =I| +{f(x) -m| <€ +&
otteniamo
I-m=<2¢ O 0
e per il lemma precedente avremo:
|-m=0 equindi
I =m

Cio proval’unicitade limite.
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TEOREMA DELLA PERMANENZA DEL SEGNO

Seunafunzione f(x) (f:AIl - R) per X tendentead x,, , tendead un

limite finto 120 , esiste un intorno | (X;0) tale che per ogni suo
punto x# x,, la funzione f(x) assume valori dello stesso segno del suo
limite.

Dimostrazione

Per ipotesi abbiamo :
|Xinc1f(x)=| 20
quindi:
O @o X I(x:;9)NA
risulta
I (x)-1|<e
Posto allora £ =|1 | >0 avremo
| =[] < f(x)<l+]| 1)
a) Sel>0, |[I|=I equindi | -|I|=I-I =0
dala(1) risulta:
o< f(x)<2 cioé
f(x)>0

Pertanto lafunzione f(x) assume |0 stesso segno del limitel.

b) SeI<0, |[l|=-le [I+[l|=1-1=0, dala (1) segueche:
2l < f(x) <0 cioé
f(x)<0

elafunzione f(x) assume lo stesso segno di |.
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Sel=+wo(-0) [O(x,;0)0% x, la f(x) risulterapositivao negativa.
TEOREMA DEI DUE CARABINIERI.

Siano assegnate tre funzioni f(x), g(x) e #(X) sono tre funzioni

definite nello stesso insieme A, eccetto al piti un punto X, di questo, se
per ogni X risulta:

f(x)<@(x)<g(x),
ese, inoltre, &

limf (9=limo(x=
allorarisulta anche:

imp(=.

Dimostrazione

Per definizione di limite, applicata alafunzione f(x), si ha
e>00(x,;)NAO% x, equindi
| —e<f(x) <l +& (1)
Applicando ladefinizione di limite alla funzione g(x) avremo
e>00(x;0,)NATO% X,
| —e<g(x) <l +& (2
Posto
1(%:0) =1(%; A)N1(%; &)NA
risultano simultaneamente verificate le (1) e (2) per cui
O X1 1(x;0)NA S ha
| —&<f(X)<@p(X) <g(x) <l +¢&
e quindi
| —e<@(x) <I +¢&

Pertanto, in base alladefinizione di limite avremo
lim#(x)=!
X=X

eil teorema e dimostrato



