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EQUAZIONI ESPONENZIALI -- LOGARITMI

Funzione Esponenziale

Dao un numero rede a podtivo condderiamo la funzione f:R® R che ad ogni
eemento x| R facorrigpondere l'demento y =a*.
Sea=1, f ecostante:
f(x)=1"=1 per ogni xIR
Questa funzione:
y=a’
sea >0ed a! 19 chiamafunzione esponenzide di base a
Unaimportante proprietadedla funzione esponenzide e data dalla:
Proposizione. - Se a € un numeo rede postivo e diverso da 1, dlora la funzione
eponenzide:
y=a’
assume, uno alavolta, come vaore, qualsias numero postivo b.

Pertanto s hache:

i)- La funzione esponenzide é€ hiiettiva, (cioeé una corrigoondenza biunivoca tra
R ed R").

ii) -Lafunzione esponenziade € monotona

-- drettamente crescente, sea>1,

-- drettamente decrescente, se O<a< 1.

Per cui lafunzione esponenzide e invertibilein R.

Per sudiareil grafico di detta funzione esporenzide distinguiamo due cesi:

1° Caso-Siaa>1.

Possiamo osservare che, essendo a* sempre positivas ha

a) Perx =0,y =1, quindi il grafico incontral'assey nel punto.(0, 1)

b) Per vdori pogtivi di X, la y assume vdori che crescono a crescere del'esponente e
tendono a diventare grandi quanto s vuole.

C) Per vdori negdivi di X, crescenti in vaore assoluto, la y assume vaori postivi via via
decrescenti e tende a diventare sempre piu piccola

Il grefico ddla funzione esponenzide e pertanto tutto Stuato nel semipiano ddle ordinate
podtive e precisamente: nd secondo quadrante, dove x < O la curva 9 awicina
adntoticamente al‘asse X, mentre nel primo quadrante tende ad dlontanars dai due ass.
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2° Caso O<ax<l.

In questo caso, Sccome a < 1, l'ordinata cresce indefinitamente per valori negativi di X,
passa per il punto (0, 1) e tende asintoticamente dl'asse x per vaori podtivi ddla varigbile

X. La curva che d ottiene € smmerica, rigoetto dlasse y di qudla tracciata
precedentemente.

3°Caso a=1.

In questo caso la funzione, per ogni vaore ddla x, assume sempre vaore 1. Il gréfico e
quindi rappresentato ddlaretta paralldla dl'asse X, che incontral'assey nel punto (0, 1).
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Equazione Esponenziale

Definizione - Diced equazione esponenzide ogni equazione in cui l'incognita compare
al'esponente di una o piu potenze.
La pit semplice equazione é ddlaforma

a*=b «y
Nel campo R de numeri redli, la (1) puo avere soluzioni see solo sea> 0 eb > 0. Infatti:
i)- Il primo membro dela (1), che & una potenza rede, ha significato solo = a €
positivo.

ii) - Inoltre a* risulta sempre postiva per ogni vaore ddla x, pertanto I'equazione (1)
puo avere soluzioni solo se anche b € positivo.

Esaminiamo acuni cas particolari nel'ipotes chea>0eb >0

a) - Saa=1,b=1 L'equazione diviene

1"=1

che e unidentita
b)- Saa=1,b* 1 L'equazionediviene

1"=b

evidentemente impossibileper b 1.
c)- Saa? leb=1, L'equazione a* =1 ammette lasoluzionex =0 perché a® = 1.

Teorema: - Dati duenumeri a, b1 R* con a? 1, 'equazione
a*=b _
ammette una ed una sola soluzione.

Dimodtrazione: Poniamo y = b. L'equazione esponenzide a* =b s pud considerare come
larisolvente dd sstema:

ly=a*(2)
[
Ty=b(3)
La (2) € l'equazione esponenzide; la (3) e I'equazione di un fascio di rette pardlde dl'ase

X..
Le intersezioni del fascio di rette conla curva danno le soluzioni dell'equazione
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esponenziale data.

. Da gréfic risulta che per quaunque vaore di

I _ b >0 krete dd fascio incontrano la curva in

: 3 f g i E i ¢ un solo punto. L'equazione esponenzide ha
4 pertanto, in R, una ed una sola soluzione.

: Didinguiamo due cesi:

1°caso-a>1:

I)- Se0<b<1 g haunasoluzione negativa.
ii)- Seb=1 g halasoluzione nullax = 0 che avevamo trovato in precedenza.
i) - Seb>1 9 haunasoluzione postiva

2° Caso-a<1:

I)- Se0<b<1 s haunasoluzione postiva
ii)- Seb=1 g halasoluzione nullagiatrovatain precedenza.
iif)- Seb>1 39 haunasoluzione negativa

LOGARITMI

Abbiamo vigto che |'equazione esponenzide

con a e b numeri redi podtivi ed a! 1 ha sampre ndlindeme R, una ed una sola
soluzione.

Il numero x che soddisfa l'equazione esponenzide s chiama logaritmo dd numero b in
baseaes indicacon log, b.
Pertanto |e due equazioni

a*=b e x=log, b

sono traloro equivaenti.
Il numero b s chiama argomento del logaritmo e deve essere un numero postivo.

Definizione - Si chiama logaritmo di un numero reale positivo, in una data base positiva
ediversa da 1, I'esponente che bisogna dare a tale base per avere il numero dato.

Ddladefinizione di logaritmo 9 ha

b - a.Iogab
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S hanno le seguenti proprieta

a - log,1=0 perche a°=1; cioé quaunque sa la base, il logaitmo di 1 & ugude a
zero.

b) - log,a=1perchea'=a ciog, qudungue sa la bass, il logaitmo di un numero ugude
dlabaseeugudeal.

c) - Il log,b é positivo s

ja>lj0<a<l
1b>1{0<b<1

d) - Il log,b énegativose:

ja>1 j0<a<l
%O<b<1%b>1

» S ha quindi: Se la base € maggiore di 1,i numeri minori di 1 hanno logaritmi negativi ed
i numeri maggiori di 1 hanno logaritmi pogtivi.

«Se la base € minore di 1, i numei minori di 1 hanno logaritmi pogtivi ed | numeri
meaggiori di 1 hanno logaritmi negativi.

€) - Se la base a € maggiore di 1, ad crescere dd numero b, cresce anche il logaritmo di
quest'ultimo.

f) - Selabaseaéminoredi 1, d crescere dd numero b il logaritmi decresce.

Infine:

Non s pud parlare di logaritmo di un numero ripetto dla base 1 (perché l'equazione 1* =b
e imposshile ¢ b1 1 o indeterminata se b = 1) o rispetto ad una base negativa o nulla
(perché lapotenza a* € definitaper a>0

PROPRIETA' DEI LOGARITMI
Qudunque salabase, i logaritmi godono delle seguenti proprieta

Teorema 11l logaritmo di un prodotto di due (© pit) humeri b e ¢ € uguae dla somma del

logaritmi de singoli fattori, cioe

log, (bc)=log, b+ log,c
Infatti posto

x=log,b e y=log,c
per definizione di logaritmo 9 ha

X

a*=b e a’=c
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Moltiplicando membro a membro otteniamo
a*»a’ =bc e quindi:
a“¥=bc

Da quedta uguaglianza s deduce che x + y e |'esponente che bisogna dare ad a per avere bc
Ciog, per definizione di logaritmo s ha

log, (bc) =x+y
0SS, per le posizioni fatte otteniamo:
log, (bc) =log, b+log, c
Lagtessadimogtrazione S esegue ndl caso in cui il numero del fattori Samaggiore di due.

Teorema 2.- 1l logaritmo di un quoziente di due numeri postivi b e ¢ € ugude dla
differenzafrail logaritmo de dividendo eil logaritmo ddl divisore:

loga§= log, b- log, ¢

Posto log, b=x e log,c=y

per definizione di logaritmo s ha

a*=b e a’ =c

Dividendo membro a membro otteniamo:

o|lT

Ricordando la definizione di logaritmo, otteniamo:

IogaE =X-Yy equindi
c

log, E:Ioga b-log,c
C

Teorema 3 - Il logaritmo di una potenza ad esponente rede e base postiva e ugude a
prodotto dell'esponente della potenza per il logaritmo della base della potenza.



Equazioni esponenziali e logaritmi pag 7 Adolfo Scimone 1998

log,b™=mlog, b
Posto

log,b=x (1)
S ha

a‘ =b

elevando i due membri apotenzan-esmas ha
a™=p"

da cui, per definizione di logaritmo
log, b™ =mx

e tenendo conto della (1) otteniamo:
log, b™ =mlog, b

Teorema 4.- 1l logaritmo di un radicde € uguae a prodotto ddlindice del radicando per il
reciproco dell'indice del radicae.

log, ¥b™ = Llog. b
n
Ddlaidentita
Vo =bn
e per il teorema precedente s ha

log, {/b™ =log, b ="log, b.
n

PASSAGGIO DA UN SISTEMA DI LOGARITMI AD UN ALTRO

Supponiamo da noto il logaitmo di un numero positivo N in una ceta base a,
proponiamoci di cacolare il logaritmo dello stesso numero N in un'dtra base b.

Indichiamo con x il nuovo logaritmo in base b, cioé

x=log, N
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Per definizione di logaritmo abbiamo
b* =N

Prendendo i logaritmi in base adei due membri avremo:
log,b* =log, N

gpplicando il teorema (3) ddlla potenzas ha

xlog,b=1log, N
da cui:
X:Iog_aN equindi log, N = log, N
log, b log, b

| Sgtemi di logaritmi pit usati sono:

i) - il 9stemaabase 10 detto sstemadi logaritmi decimali, o volgari o di Briggs.

ii) - il Ssgtema a base e (e numero irrazionae che vale 2,71828182845......) detto sstema di
logaritmi neturali o neperiani e vieneindicato con Inainvecedi log, a.

FUNZIONE LOGARITMICA

Sappiamo che s a € un numero rede postivo diverso da 1, ad ogni numero rede positivo
b corrisponde a numero rede log, b.

S haquindi la seguente;

Definizione-.Sea>0ea! 1, lafunzione f:R® R definitada

f (x) =log,b

prendeil nomedi funzione logaritmica di base a.

Da quanto abbiamo visto precedentemente S hanno le seguenti proprieta
a) - lafunzione logaritmica € monotona:

) - Strettamente crescente se a>1;

ii) - strettamente decrescente se 0 < a<l.

b) - la funzione logaritmica € hiiettiva, cioé esste una corripondenza biunivoca tra
R'ed R

Pertanto lafunzione logaritmica e invertibilein R .
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c) - la funzione logaritmica di base a € linversa della funzione esponenzide di base a
Infatti:

e f(x)=a* e g(x)=log, x 9 ha

X 34® a* %® log, a* = x

X 3® log, X 3#4® a'*%* = x

Grafico della funzione logaritmica y =log, X

S hanno due casi:

1° caso Siaa>1:essendo: domf = ]o, +¥[ il grafico della funzione G(f) si trova a

destra dell'assey.

Perx=1d hay =0, per cui lacurvaintersecal'asse x nd punto (1, 0);

per x > 1lay assume vaori postivi e crescad crescere ddlax;

per 0 < x< 1 lay assume vaori negativi e quando x tende a zero i vaori di y tendono a
- ¥

S haquindi il grafico.

2°-CasoSia0O<ax<1.
Con condderazioni analoghe a caso precedente S ha che la funzione € decrescente ed
assume valori podtivi 2 0 <x < 1, tende a +¥ pe vdori ddla variabile x tendenti a zero

ed assume vaore zero per X = 1; assume valori negativi per x > 1.
S hail grefico
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Lacurva che rappresenta il grafico dellafunzione

y =log, X

prende il nome di curvalogaritmica



