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Esercitazione numero 1 
3 Marzo 1999 

Il sistema internazionale S.I. Esperienza di Joule. 
Iniziamo subito con il dire che un sistema coerente di unità di misura è composto da campioni e che una misura, 
fondamentale o derivata, è definibile tramite confronto con tali campioni. Nel corso di Fisica Tecnica si utilizzeranno 
esclusivamente le grandezze espresse nel sistema internazionale (S.I.). Vediamo dunque quali sono le grandezze 
fondamentali necessarie in questo corso e come la norma del Sistema Internazionale ne codifica la rappresentazione: 
• Lunghezza. Nel S.I., così come anche nel Sistema Tecnico (S.T.) l’unità di misura della lunghezza, che è una 

grandezza fondamentale, è il metro (m). 
• Tempo. Nel S.I, così come nel S.T., l’unità di misura del tempo, anch’essa grandezza fondamentale, è il secondo (s). 
• Massa. Nel S.I. l’unità di misura scelta per la massa, grandezza fondamentale, è il chilogrammo (kg). Nel S.T. la 

massa non è una grandezza fondamentale ma una grandezza derivata (in particolare la grandezza fondamentale di 
partenza e il chilogrammo-forza) e si usa, come unità di misura l’UMT (unità di massa tecnica). Ovviamente il S.I. 
propone la visione più giusta  poiché la massa è una proprietà fondamentale della materia mentre la forza peso 
dipenda dal sistema di forze nel quale l’oggetto è immerso. 

• Forza. Nel S.I. la forza non è una grandezza fondamentale ma una grandezza derivata dalle grandezze fondamentali 
massa, lunghezza e tempo secondo la ben nota relazione: 

2

2

dt
ldmF =  

L’unità di misura scelta dal S.I. per rappresentare la forza è il newton (N) che, ovviamente, risulta così definito: 

2s
mkgN =  

Nel S.T. la forza, invece, è una grandezza fondamentale e l’unità di misura ad essa assegnata è il chilogrammo-forza 
(kgf). 

• Energia. Nel S.I. l’unità di misura scelta per l’energia è il joule (J) 
• Potenza. Nel S.I. l’unità di misura scelta per la potenza è il watt. Siccome la potenza è una grandezza derivata che può 

essere definita tramite la relazione: 

t
EP =  

appare ovvio che il Watt viene definito tramite la relazione: 

s
JW =  

• Massa volumica. La massa volumica è quello che fino a pochi anni fa era chiamata densità; nel S.T. questa grandezza 
non si usa mentre nel S.I. la sua unità di misura viene definita come segue: 

3m
kg=ρ  

• Peso specifico. Il peso specifico è una grandezza che nel S.I. non si usa ma che viene usata nel S.T. nel quale ha una 
unità di misura definita come segue: 

3m
kgf=π  

• Pressione. Nel S.I. la pressione è una grandezza derivata definita tramite la seguente relazione: 

A
Fp =  

dove A è una superficie. Appare allora evidente che l’unità di misura della pressione nel S.I., il pascal  (Pa), sarà 
definito nel modo seguente: 

2m
NPa =  

Nel S.T., invece, l’unità di misura della pressione sarà definito in questo modo: 

[ ] 2m
kgfp =  

• Portata. Questa grandezza è anche detta flusso di massa. Per capire di che cosa stiamo parlando possiamo riferirci alla 
figura della pagina seguente, definendo la massa volumica con il simbolo ρ possiamo allora esprimere la portata 
tramite la seguente relazione: 
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Av
t
AS

t
V

t
mm ρρρ ====  

e quindi l’unità di misura della portata sarà espressa nel modo seguente: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

s
kg

s
mm

m
kgm == 2

3  

• Conduttività termica. Accenniamo ora solo brevemente a questa grandezza che esamineremo solo più avanti. La 
conduttività termica è la grandezza K che appare nella seguente relazione: 

TKSQ ∇−=  
dove vediamo apparire un gradiente della temperatura. Da tale relazione è ovvio che la definizione della conduttività 

termica potrà essere la seguente: 

TS
QK
∇

=  

e quindi l’unità di misura legata a tale grandezza sarà la seguente: 

mK
W

m
K

m
W

=
2

 

• Viscosità Dinamica. L’equazione relativa alla viscosità dinamica è la seguente: 

dy
du

y
u

A
F µµτ ===  

dove u è la velocità ed y la distanza tra gli strati di fluido. In tale relazione, che comprendiamo meglio considerando la 
figura seguente 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

e che vale soltanto per campi di velocità limitato, vediamo apparire il coefficiente di viscosità dinamica µ che è la forza 
per unità di superficie necessaria per mantenere una differenza unitaria di velocità tra due strati paralleli di fluido posti 
a distanza unitaria. Se siamo in un campo di moto laminare, µ non dipende dalla velocità (dipenderà soltanto dalla 
temperatura) e il fluido in questione si dice newtoniano. Dalla definizione di µ e dalla relazione precedente possiamo 
ricavare la seguente relazione: 

( )
dy

du
A

F
T == µµ  

Sfruttando questa relazione si può trovare l’unità di misura della viscosità dinamica nel S.I. 

Pas
ms
kg

m
Nsm

m
s

m
N ===⋅⋅ 22  

Vediamo ora alcuni esempi di conversione tra le unità di misura appartenenti al S.I. e altre unità di misura spesso 
utilizzate anche se non approvate dall’S.I. Iniziamo con alcune unità di misura riguardanti l’energia. 

S=vt 

A 

u 

F 

y 
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• Una unità di misura molto utilizzata per l’energia è la caloria (cal); spesso viene utilizzato, soprattutto il suo multiplo 
Kcal. Il fattore di conversione con le unità S.I. è il seguente: 

JKcalcal 186,4101 3 == −  
• Una seconda unità di cui si fa molto uso nei discorsi energetici è il chilowatt per ora (kWh) la cui relazione di 

conversione con le unità S.I. è la seguente: 
MJkJJsWkWh 6,3106,3106,33600101 363 =⋅=⋅=⋅=  

Sfruttiamo questo esempio per osservare che la norma del S.I. impone di passare a multipli e sottomultipli caratterizzati 
da potenze di 10 che variano di 3 in 3. 

• L’unità inglese riservata al calore è la British termic unit (Btu) la cui relazione di conversione con le unità S.I. è la 
seguente: 

JBtu 5,10541 =  
• A livello internazionale, prevalentemente per scopi economici, viene anche utilizzata la tonnellata equivalente di 

petrolio (tep) che misura la quantità di calore prodotta da una tonnellata di petrolio. La sua relazione di conversione 
con le unità S.I. è la seguente: 

GJGcaltep 86,41101 ==  
• Prima di vedere la prossima unità energetica esprimiamo la relazione di conversione tra l’unità della forza nel S.T. e la 

sua corrispettiva nel S.I.: 
Nkgf 806,91 =  

• Posiamo a questo punto analizzare una unità di misura ancora utilizzata sostanzialmente per motivi storici: il cavallo 
vapore (CV) la cui relazione di conversione in unità del S.I. è la seguente: 

W
kgfm

J
s
mkgfCV 73581,9751 ==⋅=  

• Il corrispettivo inglese dei cavalli vapore è l’horse power Questo è leggermente diverso dai CV e la sua relazione di 
conversione in unità del S.I. è la seguente: 

W
s
ftpoundfhp 7465501 =⋅=  

Vediamo ora alcune unità di misura riguardanti la pressione. 
• Spessissimo, a causa delle dimensioni molto piccole del pascal,  la pressione viene misurata in bar, la cui relazione di 

conversione con le unità S.I. è la seguente: 
Pabar 5101 =  

• Un’altra unità di misura usata storicamente per la pressione è il torricelli la cui relazione di conversione con le unità 
del S.I. è la seguente: 

Patorr 32.1531 =  
• Spesso sui manometri la pressione viene indicata anche in termini inglesi e quindi in pound square inch (psi). La 

relazione di conversione con le unità del S.I. sarà quindi: 

Pa
m

Npsi 4
24 106894,0

10452,6
458,41 ⋅=
⋅

= −  

Vediamo ora alcune relazioni di conversione relative alla temperatura (che nel S.I. si misura in kelvin). 
• La scala delle temperature maggiormente utilizzata quotidianamente è la scala Celsius (o scala centigrada) che 

differisce dalla scala kelvin per una traslazione dell’origine. La relazione di conversione tra queste due scale sarà 
dunque la seguente: 

( ) ( ) 15,273−=° KTCt  
• Esiste ovviamente anche una scala di temperatura utilizzata nei paesi anglofoni detta scala Fahrenheit la cui relazione 

di conversione con la scala centigrada è la seguente: 

( ) ( ) 32
5
9 +°=° CtFt  

• Storicamente importante anche la scala Rankine, la cui relazione di conversione con la scala kelvin è: 
( ) ( )KTRt =°  

Concludiamo questa breve rassegna con il coefficiente di viscosità dinamica prima visto: è molto facile trovare come 
unità di misura il Poise, questo perché un centesimo di poise corrisponde perfettamente con il coefficiente di viscosità 
dinamico dell’acqua a temperatura ambiente (20 gradi centigradi). La relazione di conversione con le unità del S.I. sarà 
la seguente: 
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ms
kg

cms
gpoise 1,011 ==  

Cambiamo ora decisamente argomento e vediamo l’esperienza di Joule che ha messo in luce la corrispondenza tra 
calore e lavoro. Per far questo soffermiamoci innanzitutto ad osservare come la definizione del lavoro infinitesimo 
abbia la seguente struttura generale: 

AdbdL =  
Se pensiamo, infatti, alla definizione di lavoro data in meccanica dei corpi, la relazione generale diventa: 

FdSdL =  
analogamente, pensando alla definizione di lavoro in meccanica dei fluidi, si ottiene: 

pdVdL =  
oppure ancora, pensando al lavoro svolto in un campo elettrico, si ha: 

VdqdL =  
Il lavoro, dunque, implica due enti ed ha un valore assoluto; per quanto riguarda, invece, l’energia, questa appartiene ad 
un solo ente ed ha uno zero di riferimento. Ricordiamo ora la relazione della meccanica razionale che lega il lavoro alla 
variazione di energia cinetica e di energia potenziale: 

dTdEdL p +=  
Consideriamo ora l’esperimento di Joule, rappresentato nella figura seguente, nel quale dell’acqua viene scaldata 
sfruttando del lavoro puramente meccanico (le due palette che girano a causa del grave che cade). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Dobbiamo osservare che, essendo, alla fine dell’esperimento il liquido fermo esattamente come all’inizio 
dell’esperimento, non c’è variazione di energia cinetica, ovvero si ha: 

0=dT  
non sono presenti, inoltre, elementi che ci suggeriscono una variazione dell’energia cinetica, quindi avremo anche: 

0=pdE  
Ricordando dunque l’equazione prima vista che deriva dalla meccanica razionale, saremmo portati a dire che: 

0=−− dTdEdL p  
Invece, a causa del riscaldamento dell’acqua nel contenitore, si osserva una variazione nell’energia del sistema e quindi 
dovremo scrivere: 

dUdTdEdL p =−−  
Questo esperimento ci porta a dover introdurre quindi un ulteriore termine che tenga conto della variazione di 
temperatura: avremo dunque, introducendo il calore massico: 

ϑdcdUdL m==  
dove dθ rappresenta la variazione di temperatura. In questo modo si definisce il calore come una forma di energia che 
quindi dovrà rientrare nel principio di conservazione dell’energia. Un discorso assolutamente analogo può essere fatto 
tramite una altra esperienza nella quale si ha un sistema contenente, per esempio, acqua e diviso in due parti tenute 
inizialmente separate e a temperature diverse. Quando le due parti del sistema vengono mescolate, la zona che si 
trovava a temperatura minore subisce un innalzamento della sua energia interna perché aumenta la sua temperatura. 
Tutto ciò è però accompagnato da una variazione nulla di energia cinetica e di energia potenziale nonché da una 
quantità di lavoro nulla. Questo significa che bisogna inserire una nuova forma di energia, responsabile della variazione 
di energia interna citata e che è, appunto, il calore. 
Si faccia riferimento al barometro di Torricelli rappresentato nelle figura seguente. Sapendo che la colonnina di 
mercurio si solleva ad una distanza z dal pelo libero nel resto della bacinella e conoscendo la densità del mercurio ρ, 
valutare la pressione atmosferica. I dati numerici sono i seguenti: 

Acqua 
FS=L 
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=
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s
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Il problema può essere risolto tramite un semplicissimo bilanciamento di forze. Se pensiamo infatti alla colonna di 
mercurio contenuta nel tubo di vetro, questa sarà sottoposta alla propria forza peso, alla pressione di vapore contenuta 
nella zona del tubo nella quale non c’è il mercurio stesso e dalla pressione atmosferica che, per la legge di Stevino, si 
propaga inalterata fino alla superficie indicata con la lettera A. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
L’espressione di bilancio sarà allora: 

0=++−=∑ gzAApApF HgVapAtm ρ  
Semplificando dunque per la superficie A e tenendo conto che la pressione di vapore è praticamente nulla e quindi 
trascurabile, rimane la seguente relazione: 

0=+− gzp HgAtm ρ  
Esplicitando quest’ultima relazione rispetto alla pressione atmosferica e sostituendo i valori numerici si ottiene il 
valore richiesto (si ricordi che, a pressione atmosferica, la colonnina di mercurio sale di circa 76cm): 

mbarbarPa
m
NgzP HgAtm 1013013,1101300101300 2 ===== ρ  

 
Valutiamo ora l’altezza che avrebbe raggiunto la colonna di liquido se, invece del mercurio, fosse stata usata 
dell’acqua; si deve tener conto che la densità dell’acqua è differente da quella del mercurio ed è: 

31000
2 m

kg
OH =ρ  

Ovviamente, anche usando l’acqua, la pressione di vapore risulta trascurabile e si deve ottenere lo stesso risultato di 
prima; uguagliando dunque la pressione misurata con il mercurio e quella misurata con l’acqua e semplificando i 
termini comuni si ottiene: 

oHOHHgHg zz
22

ρρ =  
Esplicitando rispetto all’altezza richiesta ed inserendo i valori numerici si ottiene: 

m
z

z
OH

HgHg
oH 33,10

2

2
==

ρ
ρ

 

Siccome la pressione dell’atmosfera a livello del mare è una pressione molto usata negli esperimenti, viene definita una 
unità di misura della pressione detta atmosfera e così espressa: 

baratm 10131 =  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Hg 
A 

z 
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Esercitazione numero 2 
10 Marzo 1999 

Massa molare, volume molare, numero di moli e frazione molare. Convenzioni. 
Un argano di potenza 8kW funzione per 20 minuti e solleva un grave di 10000kg inizialmente fermo a terra. Stabilire a 
che altezza arriva il grave. 
Come prima cosa uniformiamoci al S.I. e quindi trasformiamo il tempo in secondi: 

( ) sst 1200
min

60min20min20 =




==  

Ricordiamo ora la relazione che esprime la potenza in funzione del lavoro e del tempo: 

t
WP =  

Da questa relazione possiamo dunque esprimere il lavoro svolto dal sistema nella seguente forma: 
PtW =  

Il lavoro svolto dal grave può anche essere espresso come la sua variazione di energia potenziale gravitazionale, 
ovvero: 

mghW =  
Uguagliamo ora le due espressioni trovate per il lavoro ottenendo: 

Ptmgh =  
Dalla quale si ricava: 

( )( )
( )

m

s
mkg

sW
mg
Pth 899,97

806,910

1200108

2
4

3

=







⋅==  

Esprimere in chilocalorie (kcal) 1 cavallo-ora (CVh) 
Trasformiamo prima la grandezza assegnata in unità facenti parte dell’S.I. 

( ) ( ) kJ
h
sh

Cv
WCvCvh 26463600173511 =











=  

Sfruttiamo ora le relazioni di conversione per ottenere le unità di misura scelte: 

kcal

cal
J

JkJCvh 211,63
186,4

10264626461
3

=⋅==  

In un recipiente adiabatico rigido, nel quale sono contenuti 100 litri di acqua, c’è un resistore di resistenza 100 Ohm 
che opera con una differenza di potenziale di 220V. Stabilire il tempo necessario per innalzare la temperatura da 20 a 
60 gradi centigradi. Siano noti il calore specifico dell’acqua a volume costante e la densità dell’acqua tra i 20 e i 60 
gradi centigradi: 










=

=

3991

1

2 m
kg

Ckg
kcalc

OH

V

ρ
  

Siccome non può esserci variazione di volume non potrà esserci neppure lavoro, il primo principio della 
termodinamica può essere dunque scritto nella forma seguente: 

QU =∆  
La massa dell’acqua presente nel contenitore può essere calcolata come segue: 

( ) kg
l

ml
m
kgVm OH 1,99001,0100991

3

32
=













== ρ  

Valutiamo ora il calore scambiato sfruttando la relazione: 

( ) ( ) kJC
cal
J

Ckg
calkgTmcQ V 304,1659340186,4101,99 3 =















=∆=  

Si può a questo punto valutare la potenza elettrica dissipata dal resistore tramite la relazione: 
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( ) WV
R

VP 484
100
220 22

=
Ω

==  

Esprimiamo ora la potenza in funzione dell’energia, che in questo caso coincide con il calore, e del tempo; si otterrà 
così, esplicitando rispetto al tempo e uguagliando tale potenza con la potenza elettrica dissipata dal resistore: 

s
W

kJ
P
Qt 686,34283

484
304,16593 ===  

Il tempo impiegato per scaldare tale massa d’acqua si aggira, dunque, sulle 10 ore. 
Prima di vedere i prossimi esercizi definiamo il numero di moli come la massa di un composto divisa per la sua massa 
molare e la frazione molare di un composto come il numero di moli di un certo composto diviso per il numero di moli 
totali della miscela. 
In un recipiente di 55 centimetri cubici nel quale sono contenuti 50 grammi di acqua vengono aggiunti 10 grammi di 
sale da cucina e 15 grammi di zucchero. Valutare il numero di moli dei componenti, la frazione molare di ciascun 
elemento e il volume molare totale. Siano note le masse molari dell’acqua, del sale e dello zucchero: 















=

=

=

mol
gMM

mol
gMM

mol
gMM

OHC

NaCl

OH

342

454,58

18

111212

2

 

Valutiamo il numero di moli dell’acqua sfruttando la seguente relazione: 

OHmol

mol
g
g

2
778,2

18

50 =  

Per quanto riguarda, invece, il numero di moli di sale, si avrà: 

NaClmol

mol
g

g 171,0
454,58

10 =  

Il numero di moli di zucchero sarà, invece: 

111212
044,0

342

15
OHCmol

mol
g

g =  

Il numero di moli totale sarà ovviamente dato dalla somma del numero di moli delle varie specie: 

TotOHCNaClOH molmolmolmol 993,2044,0171,0778,2
1112122

=++  
Possiamo dunque valutare la frazione molare dell’acqua sfruttando la seguente relazione: 

0
08,92928,0

993,2
778,2

2 ⇒=
Tot

OH

mol
mol

 

Per quanto riguarda, invece, la frazione molare del sale, si avrà: 

0
07,5057,0

993,2
171,0

⇒=
Tot

NaCl

mol
mol

 

La frazione molare dello zucchero sarà, invece: 

0
05,1015,0

993,2
044,0

111212 ⇒=
Tot

OHC

mol
mol

 

Il volume molare totale, infine, sarà dato dalla relazione: 

mol
cm

mol
cm 33

376,18
993,2
55 =  

Per poter scrivere in modo completo il primo principio della termodinamica dobbiamo segnalare quale convenzione si 
sceglie relativamente ai segni del calore e del lavoro entrante e uscente. Le due convenzioni più usate sono la 
convenzione motoristica (che considera positivo il lavoro uscente e il calore entrante) e la convenzione dei conti 
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correnti (che considera positivo il lavoro e il calore entranti). Utilizzando la convenzione motoristica il primo principio 
della termodinamica si scriverà nel modo seguente: 

WQU −=∆  
Utilizzando, invece, la convenzione dei conti correnti il primo principio avrà la seguente forma: 

WQU +=∆  
Valutare, con entrambe le convenzioni di segno, la variazione nell’energia interna del sistema rappresentato in figura: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Dove siano noti anche i seguenti valori numerici: 













=

=

=

=

JQ

JQ

JW

JW

550

1000

600

350

2

1

2

1

 

Con la notazione motoristica la variazione di energia interna è data dalla relazione: 
( ) ( ) ( ) ( ) JJJJJWWQQWQU 20035060055010001221 =−−−=−−−=−=∆  

Con la notazione dei conti correnti, invece, la variazione di energia interna è data dalla relazione: 
( ) ( ) ( ) ( ) JJJJJWWQQWQU 20060035055010002121 =−+−=−+−=+=∆  

Si osservi che l’energia interna è una variabile di stato e quindi il valore numerico della sua variazione non cambia 
con il cambiare della convenzione di segno utilizzata. 
Si consideri la trasformazione ciclica generalmente indicata nel grafico seguente: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Supposto che l’energia interna del punto 1 sia l’energia di riferimento e sia nulla, completare la seguente tabella (nella 
quale sono state omesse tutte le unità di misura che, però, sono J): 
 

Trasformazione Q W U∆  FinU  
Da 1 a 2 ? 0 1390 ? 
Da 2 a 3 0 395 ? ? 
Da 3 a 4 -1000 ? -1000 ? 
Da 4 a 1 0 ? ? ? 

 
Utilizziamo la convenzione motoristica nella quale il primo principio della termodinamica ha la seguente forma: 

WQU −=∆  

W2 

Q2 

Q1 

W1 

1 

2 

3 4 
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Applicando dunque il primo principio in questa forma alla prima riga della tabella si ottiene: 
01390 −= Q  

Dalla quale ovviamente si ricava che: 
1390=Q  

Ricordiamo ora che il punto 1 è stato scelto con un’energia interna di riferimento nulla; si avrà quindi: 
13900212 =−=−=∆ UUUU  

Dalla quale si ricava che: 
13902 =U  

Applichiamo ora il primo principio alla seconda riga della tabella, ottenendo: 
3953950 −=−=∆U  

Una volta trovata la variazione di energia interna e ricordando quanto trovato prima, avremo: 
1390395 3 −=− U  

Dalla quale, ovviamente, si ricava: 
9953 =U  

Soffermiamoci sulla quarta riga della tabella: applicando il primo principio si ottiene: 
W−−=− 10001000  

Possiamo dunque vedere che il lavoro deve essere nullo. Per quanto riguarda, invece, l’energia interna dello stato 
finale, si avrà: 

9951000 4 −=− U  
Dalla quale si ricava: 

54 −=U  
Per quanto riguarda, infine, l’ultima riga della tabella, ricordiamo nuovamente che l’energia interna dello stato 1 è 
considerata l’energia di riferimento ed è posta uguale a zero, questo ci permette, conoscendo l’energia dello stato 4, di 
valutare la variazione di energia: 

( ) 550 =−−=∆U  
Ora, applicando il primo principio, si ottiene: 

W−= 05  
Da questa si ricava che: 

5−=W  
La tabella completata avrà dunque la seguente forma: 
 

Trasformazione Q W U∆  FinU  
Da 1 a 2 1390 0 1390 1390 
Da 2 a 3 0 395 -1390 995 
Da 3 a 4 -1000 0 -1000 -5 
Da 4 a 1 0 -5 5 0 

 
Presa la convenzione motoristica, si calcoli la variazione di energia interna, il calore e il lavoro scambiato da un 
sistema che subisce una trasformazione che lo porta dallo stato 1 allo stato 2 indicati nel grafico seguente. Il passaggio 
dallo stato 1 allo stato 2 avviene in quattro modi diversi: 
a) attraverso una trasformazione adiabatica quasi-statica caratterizzata dalla relazione:  

constpV =3
5

 
b) attraverso una trasformazione prima isobara e poi isometrica 
c) attraverso una trasformazione prima isometrica e poi isobara 
d) attraverso una trasformazione che collega con una linea retta lo stato 1 e lo stato 2 
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a) Ricaviamo innanzitutto la costante che appare nella relazione definitiva: 

3281132 3
5

3
5

3
5

22
3
5

11 =⋅=⋅== VpVp  
Dunque la legge caratteristica di questa trasformazione è la seguente: 

323
5

=pV  
Siccome si tratta di una trasformazione adiabatica il calore scambiato è nullo e quindi il primo principio si riduce nella 

forma seguente: 

∫−=−=−=∆
2

1
pdVWWQU  

Esplicitiamo ora la pressione in funzione del volume, ovvero: 

3
5

3
5 3232 −

== V
V

p  

Sostituendo dunque questa forma della pressione nell’espressione del lavoro si ottiene: 

J
l

m
bar
PallbarVdVVW 360010101832

2
3

2
33232

3
353

2
3
28

1

3
2

8

1
3
5

=













−−=








−== −−−−−

∫  

La variazione di energia interna sarà dunque: 
JWU 3600−=−=∆  

b) In questo caso il lavoro svolto dal sistema sarà diverso da zero solo nel primo tratto nel quale il volume cambia; 
questo rende anche molto semplice l’integrale che mi da il lavoro, poiché si ha: 

[ ] ( ) J
l

m
bar
PallbarVpdVppdVW 2240010101832

3
358

1

8

1

2

1
=








−==== −∫∫  

Tenendo dunque conto che l’energia interna è una funzione di stato e che quindi la variazione di energia interna è 
indipendente dal percorso seguito dalla trasformazione, la variazione di energia interna sarà la stessa del caso 
precedente e il calore scambiato si potrà valutare per differenza: 

JJJWUQ 18800224003600 =+−=+∆=  
c) Anche in questo caso il lavoro svolto dal sistema sarà diverso da zero solo nel tratto in cui varia il volume, ovvero 

nel secondo; si avrà quindi: 

[ ] ( ) J
l

m
bar
PallbarVpdVppdVW 7001010181

3
358

1

8

1

2

1
=








−==== −∫∫  

Anche in questo caso si andrà a valutare il calore scambiato per differenza, sapendo che la variazione di energia 
interna è sempre uguale: 

JJJWUQ 29007003600 −=+−=+∆=  
d) In quest’ultimo caso il lavoro svolto potrà essere valutato integrando la variazione di volume moltiplicata per la 

pressione media, essendo la linea che descrive la trasformazione una linea retta; si avrà quindi: 

[ ] ( ) J
l

m
bar
PallbarVpdVpdVpW 11550101018

2
132 3

358
1

8

1

2

1
=








−+==== −∫∫  

8 

32 

1 

1 

p(bar) 

V(l) 
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E dunque il calore scambiato sarà: 
JJJWUQ 7950115503600 =+−=+∆=  

Con questo esercizio abbiamo mostrato a livello quantitativo che il calore e il lavoro non sono funzioni di stato, infatti 
il loro valore numerico cambia con il cambiare del percorso che unisce due punti. 
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Esercitazione numero 3 
19 Marzo 1999 

Equazioni sperimentali per i gas reali. Calori specifici esatti. 
Si consideri un sistema costituito da due sottosistemi A e B. Tali sottosistemi sono inizialmente separati fra loro da una 
parete impervia, rigida ed adiabatica e completamente isolati rispetto all’esterno. La relazione fondamentale, in forma 
entropica di tale sistema è la seguente: 

( ) 3
1

UVNcS =  
Ricavare le equazioni di stato e controllare che la condizione di equilibrio finale a seguito di rimozione del vincolo di 
adiabaticità porta a: 

BA TT =  
Come prima cosa esprimiamo la relazione fondamentale in forma energetica, ottenendo: 

VN
S

c
U

3

3
1=  

Ricordiamo ora quanto visto nella lezione numero 2 ed esprimiamo nel modo seguente la temperatura in funzione 
dell’energia interna: 

VNc
S

S
UT

NV
3

2

,

3=






∂
∂=  

Sostituiamo ora, in quest’ultima relazione, l’espressione dell’entropia data dalla relazione entropica fornita nel testo; 
si ottiene così la prima equazione di stato: 

( ) 3
1

3
2

3
VN
U

c
T =  

In modo analogo arriviamo ad esprimere anche la pressione e il potenziale chimico; troviamo dunque le altre due 
equazioni di stato: 











−=−=







∂
∂

=

==






∂
∂−=

N
U

VN
S

cN
U

V
U

NV
S

cV
Up

VS

NS

2

3

3
,

2

3

3
,

1

1

µ
 

Combinando ora l’equazione di stato relativa alla temperatura con l’equazione di stato relativa alla pressione si 
ottiene il legame tra p e T: 

2
3

2
1

2
1

2
3

3
T

V

Ncp 




=  

Valutiamo ora l’entropia complessiva del sistema ; siccome l’entropia gode della proprietà additiva si avrà: 

BATot SSS +=  
Combinando quest’ultima espressione con la relazione fondamentale in forma entropica fornita nel testo si ottiene: 

( ) ( )[ ] ( )

















+

+





+

+=+=
3

1
3

1

3
1

3
1

3
1

BA

B
BB

BA

A
AABABBBAAATot UU

U
VN

UU
U

VNUUcNVUNVUcS  

La condizione di equilibrio finale è caratterizzata dal fatto che: 
( ) 0=

dx
xdf

 

ovvero, essendo: 

( )
( )














−=
=

+
=

BA

A

BA

Tot

dUdU
dUdx

UUc

S
xf

3
1

 

si ottiene: 
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0=−=
+

=
B

B

A

A

A

BA

A

Tot

dU
dS

dU
dS

dU
dSdS

dU
dS

 

Date le modalità di vincolo dei singoli sottosistemi, si ottiene: 

NVB

B

NVA

A

U
S

U
S

,,






∂
∂

=





∂
∂

 

ovvero: 

BA TT
11 =  c.v.d. 

In un recipiente adiabatico è contenuta una massa d’acqua pari a 50 kg, a pressione atmosferica costante e mantenuta 
ad una temperatura di 20 °C. In tale recipiente viene inserita una sfera di rame di 20 cm di diametro avente una 
temperatura di 600°C. Si valuti la temperatura di equilibrio del sistema, il calore scambiato e la variazione di entropia 
conoscendo il calore specifico dell’acqua, quello del rame e la densità di quest’ultimo. 
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=

=
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Per risolvere questo problema possiamo utilizzare il potenziale entalpia che, come si è visto, è espresso nel modo 
seguente: 

pVUH +=  
Differenziamo dunque tale relazione ottenendo: 

VdppdVdUdH ++=  
Siccome, però, come specificato nel testo, la pressione rimane costante, la precedente relazione si può riscrivere come 
segue: 

pdVdUdH +=  
L’introduzione di una sfera di 20 cm di diametro in un contenitore di 50 kg d’acqua provoca una variazione di volume 
trascurabile; ciò significa che l’ultima relazione scritta si può ridurre ulteriormente giungendo alla seguente forma: 

dUdH =  
Siccome il sistema è isobaro, il lavoro svolto dal sistema non può che essere nullo e quindi il primo principio si può 
esprimere, nella sua forma infinitesima, come segue: 

dQdU =  
Combinando dunque le ultime due relazioni scritte si ottiene: 

dQdH =  
ovvero, passando alla variazione finite: 

QH =∆  
Siccome, inoltre, il recipiente è adiabatico, il calore complessivamente scambiato con l’esterno è nullo e quindi si avrà: 

0=∆H  
Scomponiamo ora la variazione totale di entalpia nella variazione legata all’acqua e al rame; si avrà così: 

0
2

=∆+∆ CuOH HH  
Per quanto appena visto, questa relazione si può riscrivere come segue: 

0
2

=+ CuOH QQ  
Ricordiamo ora la formula generale che esprime il calore scambiato, secondo la quale: 

TMcQ X ∆=  
dove, nel caso in analisi, la x sarà ovviamente la pressione. Combinando dunque le ultime due relazioni scritte si 
ottiene: 

( ) ( ) 0
222

=−+− CufPCuCuOHfOPHOH TTcMTTcM                                            (1) 
Ovviamente si deve intendere che: 
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KgdM CuCu 4,37
23

4 3

=




= πρ  

Esprimiamo ora le temperature in questione in kelvin: 





=

=

KT

KT

Cu

OH

873

293
2  

Ricaviamo ora la temperatura finale esplicitandola dalla relazione (1), si otterrà: 

KK
cMcM

TcMTcM
T

PCuCuOPHOH

CuPCuCuOHOPHOH
f 7,577,330

22

222 ==
+
+

=  

Per valutare il calore scambiato complessivamente posso scegliere, indifferentemente, il calore scambiato dall’acqua o 
quello scambiato dal rame; scegliendo l’acqua si avrà: 

kJTcM OPHOH 6,7890
22

=∆  
Calcoliamo ora la variazione di entropia totale e la variazione dei due sottosistemi; per far questo ricordiamo la 
relazione generale secondo la quale: 

T
dQdS =  

Per ottenere la variazione finita di entropia si dovrà quindi integrare, ottenendo: 

1

2
2

1

2

1

2

1

2

1

ln
T
T

Mc
T
dTMc

T
dTMc

T
dQdSS P

T

T
P

T

T

P
T

T

===== ∫∫∫∫  

Nel caso dell’acqua si avrà quindi: 

K
J

T
T

cMS
OH

f
OPHOHOH 25333ln

2

222
==∆  

mentre nel caso del rame si avrà: 

K
J

T
T

cMS
Cu

f
PCuCuCu 14122ln −==∆  

Dunque la variazione totale di entropia sarà: 

K
JSSS CuOHTot 11211

2
=∆+∆=∆  

Il fatto che si sia prodotta entropia indica che la trasforma<zione è irreversibile. 
Completare la seguente tabella ricordando che il peso atomico dell’Azoto è pari a 14 u.m.a. 
 

2N  ρ  v 

t=0°C 
p=1atm 

? ? 

t=150°C 
p=2atm 

? ? 

t=20°C 
p=? 

? 

kg
m3

3109,2 −⋅  

 
Innanzitutto osserviamo che la massa molare dell’Azoto molecolare è data dalla seguente relazione: 

...282
2

amuMaMm NN ==  
Consideriamo ora la relazione dei gas perfetti, che può essere facilmente applicata al caso in questione: 

NRTpV =  
Siccome nella tabella è richiesto il volume massico, conviene dividere direttamente per la massa l’equazione dei gas 
perfetti, ottenendo: 

RT
Mm

pv 1=  

Per semplicità definiamo ora la seguente costante derivata dalla costante dei gas: 
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kgK
J

Mm
RR 297* ==  

Possiamo ora riscrivere come segue l’equazione dei gas: 
TRpv *=                                                                                  (1) 

dalla quale è semplice ricavare il volume massico: 

p
TRv *=  

Ricordiamo ora il valore SI dell’atmosfera: 

21013201
m
Natm =  

e riportiamo in kelvin le temperature indicate: 








=⇒°=
=⇒°=

=⇒°=

KTCt
KTCt

KTCt

29320
423150

2730
 

I due volumi massici richiesti si possono dunque valutare come segue: 










=

=

kg
m

v

kg
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3

3

62,0

8,0
 

Conoscendo tutti i volumi massici risulta semplice calcolare le masse volumiche; si avrà allora: 















==

==

==

3

3

3

83,3441

613,11

25,11

m
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v

m
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v
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Per calcolare, infine, l’unica pressione richiesta, si può utilizzare la seguente espressione ricavata anch’essa dalla 
relazione (1): 

bar
m
N

v
TRp 300103*

2
7 =⋅==  

La tabella completata è dunque la seguente: 
 

2N  ρ  v 

t=0°C 
p=1atm 325,1

m
kg

 
kg
m3

8,0  

t=150°C 
p=2atm 3613,1

m
kg

 
kg
m3

62,0  

t=20°C 
p=300bar 383,344

m
kg

 
kg
m3

3109,2 −⋅  

 
Fino ad ora ci siamo sempre occupati dei gas perfetti; i gas reali possono essere trattati sfruttando delle equazioni più 
complesse di quelle relative ai gas perfetti e spesso di origine sperimentale. Di tali equazioni sperimentali ne esistono 
diverse che, applicate ad un medesimo problema, possono dare risultati diversi anche se simili. Se per esempio, si 
ricalcolasse l’ultima pressione richiesta nell’esercizio precedente sfruttando la seguente equazione (detta di Dieterici): 

vRT
a

e
bv

RTp
−

=  

con 
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=
=

0418,0
175600

b
a

 

si otterrebbe un valore di 254,4 bar; si avrebbe dunque un valore leggermente minore rispetto a quello trovato usando 
l’equazione dei gas perfetti. Un valore ancora diverso si otterrebbe usando la seguente equazione di VanDerWaals: 

v
a

bv
RTp

2

−
−

=  

con 





=
=

0386,0
136900

b
a

 

Il grafico seguente mostra la differenza nelle pressioni valutate con le tre equazioni citate. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Concentriamoci ora sul calcolo più dettagliato del calore massico a volume costante. Fino ad ora abbiamo sempre visto 
come questo fosse composto da un termine pari ad ½R per ogni grado di libertà posseduto dalla molecola; così, per i gas 
monoatomici si aveva: 

RcV 2
3=  

poiché il singolo atomo presenta tre gradi di libertà traslazionali (lungo x, lungo y e lungo z). Nel caso dei gas biatomici 
(o comunque multiatomici lineari) si aveva invece: 

RcV 2
5=  

perché, oltre ai tre gradi prima visti, bisognava contare anche due gradi di rotazione attorno a due degli assi. Sfruttando 
questo metodo, dunque, si teneva conto dei soli gradi di libertà rototraslazionali; per essere maggiormente precisi nel 
calcolo di tali calori massici bisogna anche tener conto dei gradi di libertà vibrazionali. Risulta dunque utile introdurre 
la seguente relazione che esprime il contributo dato dai gradi di libertà vibrazionali al calore massico a volume costante: 

R

T
TSh

T
T

RGdl
V

V

Vib ⋅










=⋅

2

2
2

2

 

dove si è introdotta la temperature vibrazionale. 
Considerata la molecola triatomica lineare dell’anidride carbonica, si valuti il calore massico complessivo a 47°C 
sapendo che le temperature vibrazionali di tale sostanza sono le seguenti: 
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Valutare inoltre l’errore di stima nel caso in cui si usino o meno i gradi di libertà vibrazionali rispetto ai dati 
sperimentali secondo i quali i calori specifici a 300 e 400 kelvin sono, rispettivamente 28,7 e 33. 
Come prima cosa occorre ricordare il valore numerico della costante dei gas perfetti: 

0,15 0,05 

v 

p 

Gas perfetti 
Dieterici 
VanDerWaals 
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kmolK
JR 8314=  

Senza tener conto dei gradi di libertà vibrazionali si avrà: 

kmolK
JRcV 785,20

2
5 ==  

Tenendo invece conto dei gradi vibrazionali risulta comodo porre: 

T
T

x V

2
=  

Si ottengono in questo modo i quattro seguenti valori: 











=
=

=
=

281,5
125,3

5,1
5,1

3380

2000

960

960

x
x
x
x

 

Il contributo al calore massico portato dai gradi vibrazionali è dunque dato dalla seguente relazione: 

R
xSh

x
RRGdl

i i

i
Vib 071,12

2

=⋅=⋅ ∑  

Dunque, il valore più preciso del calore massico a volume costante sarà il seguente: 

kmolK
JRRcV 69,29071,1

2
5 =+=  

Basandosi sui valori sperimentali noti ed interpolando linearmente per 320K (il valore che corrisponde ai 47°C), si 
ottiene: 

56,29400
300400

7,283333320
300400

7,2833 =














−
−−+







−
−=Vc  

Il rapporto tra il valore ottenuto senza tener conto dei gradi vibrazionali e il valore sperimentale sarà quindi: 

07
56,29
785,20 =  

il che implica un errore del 30%; usando anche i gradi vibrazionali, il rapporto tra i due valori è: 

997,0
65,29
56,29 =  

che implica un errore di solo lo 0,3%. 
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Esercitazione numero 4 
24 Marzo 1999 

Trasformazioni con i gas ideali. 
Utilizzando la relazione dei gas ideali si stabilisca la pressione che si ottiene in una bombola di ossigeno  da 200 litri 
che viene portata a 60°C partendo da una pressione di 200ata e da una temperatura di 20°C. Si stabilisca inoltre la 
massa in chilogrammi. E’ noto che la relazione di conversine tra la grandezza del sistema tecnico e quella SI 
riguardante la pressione è la seguente: 

2
4101

m
kgfata =  

Come prima cosa trasformiamo le grandezze in questione in unità SI: 











=
=

==
==

KT
KT

MPaatap
mlV

f

i

333
293

62,19200
2,0200 3

 

Nella situazione iniziale si può scrivere la legge dei gas perfetti come segue: 

iiii RTNVp =                                                                                (1) 
mentre, nella situazione finale si avrà: 

ffff RTNVp =  
Considero ora il rapporto tra le ultime due relazioni scritte, ottenendo: 

ii

ff

ii

ff

RTN
RTN

Vp
Vp

=  

Tenendo ora conto del fatto che, durante la trasformazione, il volume e il numero di moli non cambia (ed essendo R 
una costante), l’ultima relazione scritta si può così semplificare: 

i

f

i

f

T
T

p
p

=  

dalla quale è facile ricavare: 

MPa
T
T

pp
i

f
if 3,22==  

Esplicitiamo ora la relazione (1) rispetto al numero di moli ottenendo: 

mol
RT

Vp
N

i

ii 1610==  

Ricordiamo ora che la molecola dell’ossigeno è una molecola biatomica e che la massa atomica dell’ossigeno è: 
umaMa 16=  

dunque la massa molare della molecola di ossigeno sarà: 
umaMaMm 322 ==  

Conoscendo la massa molecolare dell’ossigeno e il numero di moli presenti si può dunque ricavare facilmente il peso 
in chilogrammi dell’ossigeno: 

kgNMmM 547,51=⋅=  
E’ importante osservare che, nella realtà, nelle condizioni iniziali imposte, non si è in presenza di gas ma di liquido. 
Si valutino i parametri di stato, la variazione di entalpia e di entropia, il calore scambiato e il lavoro svolto dall’aria 
che subisce la trasformazione isobara rappresentata nei due grafici della pagina seguente. Si assuma per l’aria una 
massa molare pari a: 

kmol
kgMm 96,28=  

Come prima cosa calcoliamo la costante molare dei gas perfetti relativa all’aria che sarà: 

kgK
J

kmol
kg
kmolK

J

Mm
RR 287

98,28

8314
* ===  
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Sfruttiamo ora la legge dei gas perfetti per ricavare la massa di aria in gioco. Conoscendo la pressione e il volume 
iniziali (indicati sul grafico) e utilizzando la formula con la costante molare si ottiene direttamente la quantità in 
chilogrammi sfruttando la seguente forma della relazione: 

kg
TR

pVM 14,7
*

==  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Sfruttiamo ora la medesima equazione esplicitandola in modo da ricavare la temperatura ed utilizziamo i dati relativi 
al punto2 (sia la massa che la pressione rimangono ovviamente le stesse); ricaviamo così la temperatura relativa alla 
seconda isoterma presente nella rappresentazione sul piano p,V: 

K
MR

pV
T 879

*
2

2 ==  

Cerchiamo ora la variazione di entalpia; consideriamo dunque la seguente espressione differenziale di tale potenziale 
termodinamico: 

VdppdVdUdH ++=  
Siccome siamo in presenza di una trasformazione isobara la pressione non varia e quindi quest’ultima relazione può 
essere scritta come segue: 

pdVdUdH +=  
Ricordiamo ora la seguente forma del primo principio della termodinamica: 

pdVdQdU −=  
Combinando le ultime due relazioni scritte si ottiene: 

dQdH =  
e quindi, integrando: 

QH =∆  
Teniamo ora conto del fatto che l’aria è composta in gran parte di azoto ed ossigeno, entrambe molecole biatomiche, 
ciò significa che possiamo con ragionevolezza imporre che i calori massici a volume ed a pressione costanti per l’aria 
sia: 
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=

*
2
7

*
2
5

Rc
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Ricordando a questo punto l’espressione legata al calore possiamo ricavare in un sol colpo la variazione di entalpia ed 
il calore scambiato: 

kJTMcQH P 4203=∆==∆  
La variazione di energia interna sarà invece la seguente: 

kJTMcU V 3003=∆=∆  
Sfruttiamo ora le definizioni classiche per ricavare il lavoro svolto e la variazione di entropia, si otterrà così: 
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Si valuti il lavoro svolto, la variazione di energia interna, il calore scambiato, la variazione di entalpia e di entropia nel 
corso della trasformazione isocora descritta nei due grafici seguenti per la medesima miscela di aria dell’esercizio 
precedente. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
La massa di aria in questione, così come la costante massica dell’aria e i calori massici, è la medesima calcolata 
nell’esercizio precedente. Siccome si tratta di una trasformazione isocora, non può esserci lavoro e quindi il primo 
principio della termodinamica si può riscrivere come segue: 

QU =∆  
Applicando allora la definizione di calore si ottiene: 

kJTMcQU V 3002=∆==∆  
Il calcolo della variazione di entalpia avviene secondo la relazione: 

kJTMcH P 4203=∆=∆  
Per calcolare la variazione di entropia utilizziamo la definizione classica ottenendo: 
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Utilizziamo ora quest’ultima relazione per una breve osservazione; riscriviamola innanzitutto in forma più generica: 
TMcS ln=  

Da questa relazione si può ricavare: 

Mc
ST =ln  

ovvero: 
Mc

S
eT =  

Comprendiamo dunque come mai, essendo il calore massico a volume costante minore di quello a pressione costante, 
l’isocora abbia una pendenza maggiore rispetto all’isobara sul piano T,S. 
Valutare la pressione dello stato finale, il lavoro svolto, il calore scambiato e la variazione di energia interna e di 
entropia nella trasformazione indicata isoterma indicata nei due grafici della pagina seguente per la medesima miscela 
di aria prima vista. 
Anche in questo caso la massa di aria, i calori massici e la costante massica sono identici a quelli degli esercizi 
precedenti. Siccome la temperatura non varia durante la trasformazione, vale la relazione secondo la quale: 
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Da questa relazione appare evidente come sia già possibile ricavare l’unica pressione incognita; si avrà dunque: 
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Sfruttiamo ora la relazione dei gas perfetti per esplicitare l’espressione della pressione, ottenendo: 

V
TMRp *=  

Valutiamo ora il lavoro prodotto tramite la definizione classica: 
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Combinando le ultime due relazioni scritte si ottiene: 
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Osserviamo ora la seguente relazione: 
dTcdU V=  

dalla quale appare evidente che, nel caso di una trasformazione isoterma, la variazione di energia interna è nulla; ciò 
significa, combinando questa osservazione con il primo principio della termodinamica, che il calore scambiato nella 
trasformazione è pari al lavoro prodotto e quindi si avrà: 

kJWQ 660==  
Ricordiamo infine la relazione secondo la quale: 

TdSQ =∂  
dalla quale, esplicitando rispetto alla variazione di entropia, si ottiene: 
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e quindi: 
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Si valuti la temperatura e la pressione finali, la variazione di energia interna, di entropia e di entalpia che 
caratterizzano la trasformazione adiabatica fatta dall’aria per soddisfare ai grafici della pagina seguente. 
Stiamo sempre parlando della medesima massa d’aria e quindi, essendoci le medesime condizioni iniziali degli altri 
esercizi, i calori massici e la costante ridotta saranno i medesimi. Come prima cosa, dunque, ricordiamo che 
l’espressione di una trasformazione adiabatica è la seguente: 

constpV =γ  
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V

P

c
c

=γ  

nel nostro caso, quindi, si avrà: 
4,1=γ  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Essendo una trasformazione adiabatica si potrà scrivere che: 

γγ
2211 VpVp =                                                                                (1) 

dalla quale si ricava: 
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Si è già visto in precedenza (si veda la lezione numero 7) come, a partire dalla legge dei gas perfetti, sia possibile 
arrivare alla seguente relazione: 
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A partire dalla relazione (1), invece, si può dedurre la relazione seguente: 
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dalla quale si ricava: 
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Sostituendo dunque quest’ultima relazione nell’equazione (2) si ottiene: 
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dalla quale è immediato ricavare la temperatura relativa allo stato finale: 
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Come si può facilmente osservare dal grafico sul piano T,S, questa trasformazione non prevede variazione di entropia e 
quindi il calore scambiato sarà nullo; come conseguenza la variazione di energia interna dipenderà completamente dal 
lavoro svolto; si avrà allora: 

kJTMcUW V 532−=∆=∆=  
La variazione di entalpia, invece, si ottiene sfruttando la seguente relazione: 

kJTMcH P 746−=∆=∆  
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Si valuti ora la temperatura e la pressione finali dell’aria, il calore scambiato, la variazione di energia interna, la 
variazione di entalpia, il lavoro svolto e la variazione di entropia  legate alle due trasformazioni politropiche con n 
pari, rispettivamente ad 1,3 e ad 1,5  rappresentate nel grafico seguente e con le medesime condizioni iniziali viste 
negli esercizi precedenti. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Nel grafico viene rappresentata anche la trasformazione adiabatica che, come è noto, presenta un esponente pari ad 
1,4; ciò permette un confronto relativo alle curve caratteristiche delle trasformazioni. 
Innanzitutto osserviamo che, essendo le due trasformazioni in questione delle politropiche, varrà la seguente relazione: 

nn VpVp 2211 =                                                                                (1) 
Sfruttando la legge dei gas perfetti sappiamo, inoltre, come sia possibile giungere alla seguente relazione: 
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Facendo ora riferimento alla relazione (1) possiamo esplicitare una delle due pressioni nel modo seguente: 
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Combinando, quindi, le ultime due relazioni scritte, si ottiene: 
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dalla quale si ricava: 
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Torniamo ora a considerare la relazione (3) ed esprimiamola nel modo seguente: 





=





=

bar
bar

V
V

pp
n

5,11
4,14

2

1
12    

5,1
3,1

=
=

n
n

 

Ricordiamo ora la definizione dell’esponente della politropica, secondo la quale: 
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dalla quale si ricava: 
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A questo punto possiamo, sfruttando le definizione, calcolare il calore scambiato come segue: 

Politropica con n=1,5 

0,3 

60 

0,1 V 

p 
[bar] 

[ ]3m

Adiabatica (politropica con n=1,4 ) 

Politropica con n=1,3 



 165 




−

=∆=
kJ

kJ
TMcQ X 127

140
   

5,1
3,1

=
=

n
n

 

La variazione di energia interna verrà invece ricavata sfruttando la seguente relazione: 
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La variazione di entalpia, invece, si ricava sfruttando la relazione seguente: 
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La variazione di entropia si ottiene tramite la seguente espressione: 
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Conoscendo, infine, il calore scambiato e la variazione di energia interna, posso sfruttare il primo principio della 
termodinamica per ricavare il lavoro svolto come segue: 
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Un recipiente rigido, adiabatico ed impermeabile è internamente diviso in due sezioni separate. La prima sezione 
contiene 1kg di anidride carbonica ad una pressione di 1ata e ad una temperatura di 100°C. La seconda sezione 
contiene 0,3kg di elio ad una pressione di 3ata e ad una temperatura di 150°C. In un certo istante il setto che separava 
i due gas viene rimosso e questi possono miscelarsi. Si valuti il volume, la pressione e la temperatura finali della 
miscela, le pressioni parziali finali, la variazione complessiva dell’entropia ed il contributo a tale variazione apportato 
dall’entropia di miscelamento. Siano noti, inoltre, i due valori del calore specifico a volume costante per quanto 
riguarda l’anidride carbonica a 300 e 400 kelvin che, ottenuti sperimentalmente, sono pari rispettivamente 28,7 e 33,7. 
Osservando il sistema nella sua interezza possiamo notare come, essendo questo contenuto in un recipiente rigido, 
adiabatico ed impermeabile, prima e dopo la miscelazione non ci sarà nessuna differenza per quanto riguarda il 
volume, il numero di moli e l’energia interna, sono dunque valide le tre seguenti relazioni: 
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Se consideriamo, invece, il sistema come composto dai due sottosistemi 1 (l’anidride carbonica) e 2 (l’elio), possiamo 
osservare come, essendo valida la proprietà di additività per il volume, il numero di moli e l’energia interna, si 
possono considerare le seguenti tre relazioni: 
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La temperatura finale del sistema si otterrà sfruttando la seguente relazione: 
( ) ( )ifVfiV TTcNTTcN 222111 −=−  

dalla quale si ricava: 
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=                                                                      (1) 

Come prima cosa notiamo, dunque, che sono necessari i numeri di moli delle due specie chimiche presenti; per 
ricavare tale valore è opportuno prima valutare la massa molare dei due gas: 
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Ora, conoscendo la massa e la massa molecolare dei due gas, si può facilmente ricavare il numero di moli: 
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Con riferimento alla relazione (1) vediamo come sia necessario ricavare anche il calore specifico a volume costante 
relativo ai due gas. Per quanto riguarda l’elio, notiamo come questo, essendo un gas monoatomico, presenta un calore 
specifico a volume costante espresso dalla seguente relazione: 

kmolK
kJRcV 471,12

2
3

2 ==  

Per quanto riguarda, invece, l’anidride carbonica, il calore specifico a volume costante si otterrà tramite una 
estrapolazione lineare che si basi sui due valori sperimentali che vengono forniti nel testo. Tenendo dunque conto che 
l’elio è inizialmente ad una temperatura di 423K, il calore specifico a volume costante che stiamo cercando si otterrà 
con la seguente formula: 

kmolK
kJcV 85,34300

300400
7,287,337,28423
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−
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Sostituiamo ora le ultime quattro relazioni scritte nell’equazione (1) e otteniamo il valore numerico della temperatura 
finale del sistema in analisi: 
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Sfruttiamo ora la legge dei gas perfetti relativamente alle due metà del sistema iniziale ed esplicitiamola rispetto al 
volume, ottenendo: 
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Ricordando la proprietà di additività del volume possiamo ricavare come segue il volume complessivo: 
3

21 614,1 mVVVV fTot =+==  
Conoscendo il numero di moli relativo alle due metà del sistema iniziale possiamo ricavare il numero complessivo di 
moli del sistema nello stato finale usando la relazione seguente: 

kmolNNNTot
2

21 1077,9 −⋅=+=  
A questo punto, conoscendo il numero totale di moli, il volume complessivo e la temperatura finale, posso ricavare la 
pressione finale del sistema esplicitando rispetto alla pressione la legge dei gas perfetti relativa all’intero sistema: 
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Sfruttando la medesima equazione, nella quale si sostituisca però il numero di moli relativo ai singoli componenti, si 
possono ottenere le pressioni parziali finali dei due gas: 
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Ovviamente si può dimostrare come sia valida la legge di Dalton, infatti si può verificare numericamente come sia: 

21 ff
j

fjfTot ppppp +=== ∑  

Dobbiamo ora valutare la variazione complessiva di entropia che si può ottenere tramite la seguente relazione: 
Tot
i

Tot
f SSS −=∆  

Per calcolare l’entropia facciamo riferimento alla seguente formula: 
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La variazione complessiva di entropia può essere calcolata anche come somma delle variazioni di entropia relative alle 
due componenti del sistema; si avrà allora, ricordando l’ultima relazione scritta: 
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Il contributo alla variazione di entropia apportato dal miscelamento (che prenderà il nome di variazione di entropia di 
miscelamento) sarà invece dato dalla seguente relazione: 
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Confrontando la variazione complessiva di entropia con il termine dovuto al miscelamento si osserva che quest’ultimo 
rappresenta il contributo maggiore; ciò è comprensibile osservando che la differenza di pressione e di volume iniziali 
dei due gas era molto piccola e quindi l’effetto maggiormente significativo che è avvenuto è il miscelamento chimico. 
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Esercitazione numero 5 
31 Marzo 1999 

Trasformazioni per i sistemi chiusi. Calori specifici. Teorema di Bernoulli. Il coefficiente di Joule-Thompson. 
Si consideri un contenitore adiabatico mantenuto a pressione  e temperatura ambiente. Al suo interno è contenuta una 
massa m di aria ad una temperatura pari a quella esterna ma ad una pressione inferiore rispetto a quella esterna. Sulla 
superficie del contenitore viene praticato un foro attraverso il quale entra, a cause della differenza di pressione, una 
massa M di aria. Si calcoli la massa M di aria che è entrata, la temperatura finale dell’aria all’interno del contenitore 
e la variazione di entropia. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Come prima cosa osserviamo che il lavoro compiuto dal gas sarà uguale e opposto al lavoro compiuto dal resto 
dell’atmosfera, ovvero: 

atmgas dWdW −=                                                                            (1) 
Calcoliamo dunque il lavoro del gas tramite il calcolo del lavoro dell’atmosfera; si avrà dunque: 
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                                                            (2) 

Siccome si tratta di una massa d’aria che entra nel contenitore, stiamo parlando di lavoro di pulsione. Concentriamoci 
ora sul primo principio secondo il quale si ha: 

WQU gas −=∆  
Siccome però il calore scambiato è trascurabile in quanto la variazione è molto rapida, rimane: 

WU gas −=∆  
ovvero: 

( ) ( )0TTcmMW fV −+=−  
Tenendo allora conto di quest’ultima relazione e della relazione (2), l’uguaglianza (1) può essere riscritta nel modo 
seguente: 

( ) ( )00* TTcmMTMR fV −+=  
dalla quale si ricava: 
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Definendo poi: 
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che, nel caso di una trasformazione adiabatica ha un valore numerico pari ad 1,4, si ricava: 
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Si può tra l’altro osservare che: 
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Per calcolare la massa di aria M che è entrata nel contenitore dobbiamo fare riferimento alla differenza di pressione 
tra l’interno e l’esterno del contenitore stesso. Dividiamo dunque la relazione (3) per la temperatura iniziale, 
ottenendo: 
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                                                               (4) 

Sfruttiamo ora l’equazione dei gas perfetti e osserviamo che si avrà: 
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dalle quali si ricava che: 
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Sostituendo dunque quest’ultima relazione nell’espressione (4) si ottiene: 
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Per semplicità di notazione poniamo ora che sia: 
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In questo modo le relazioni (4) e (5) possono rispettivamente essere riscritte nel modo seguente: 
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Risolviamo l’ultimo sistema scritto eliminando la µ e ottenendo di conseguenza: 
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che equivale a scrivere: 
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Una volta ricavata la τ è allora possibile ricavare la µ ottenendo: 

k
1−= πµ  

che corrisponde a scrivere: 
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da cui si ricava: 
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Per ricavare, infine, la variazione di entropia, sfruttiamo la seguente relazione: 
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Nel caso in questione si avrà: 
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ovvero: 
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Si consideri un cilindro adiabatico contenente della paglietta di rame di massa m e del gas di massa M. Il gas viene 
compresso grazie ad un pistone anch’esso adiabatico. Nell’ipotesi che ci sia omotermia tra il gas e il rame e che il tutto 
avvenga in regime di quasistaticità, valutare che tipo di trasformazione subisce il gas.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Partiamo prima di tutto considerando l’ipotesi di omotermia tra il gas e il rame, dalla quale ricaviamo che: 

Cugas dTdT =                                                                                (6) 
e quindi: 

Cugas TT =  
A priori si può solo dire che la trasformazione subita dal rame è una trasformazione a volume costante (anche 
considerando alte pressioni si arriverà a comprimere la paglietta con il pistone prima che la paglietta venga compressa 
a causa della pressione) e quindi si avrà: 
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Il calore scambiato dalla paglietta di rame è dunque dato dalla relazione: 

CuVCuCuCu dTmcdTmcQ ==∂  
Per quanto riguarda, invece, il gas, non è possibile dire niente e quindi si avrà: 
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∂
= 1

 

e quindi il calore scambiato dal gas è: 

gasxgasgasgas dTMcdTMcQ ==∂  
Siccome il contenitore e il pistone sono adiabatici non potrà che essere: 
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gasCu QQ −∂=∂  
ovvero: 

gasxCuV dTMcdTmc −=  
Combinando quest’ultima relazione con la relazione (6) si ottiene: 

CuxCuV dTMcdTmc −=  
e quindi: 

xV Mcmc −=  
dalla quale si ricava: 

M
mcc Vx −=  

Il calore specifico a volume costante per il rame è positivo, come conseguenza xc risulterà negativo e ciò significa che 
fornendo calore alla massa di gas la sua temperatura diminuisce in quanto il calore che viene fornito dal pistone al gas 
viene ceduto alla paglietta di rame. 
Si consideri il grafico seguente e si studi la situazione ivi rappresentata. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Come prima cosa estendiamo il primo principio della termodinamica al caso qui rappresentato e consideriamo la 
seguente relazione: 

TotTotPk WQUEE +=∆+∆+∆                                                           (7) 
dove sia: 
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dove si è definita la portata nel modo seguente: 

t
mM =  

Dividiamo ora la relazione (7) per il tempo e combiniamola con le relazioni che appaiono nell’ultimo sistema scritto; si 
otterrà così: 

( ) ( ) ( ) ( )
••••••

+=−−−+−+− WQvpvpMuuMzzgMwwM 11221212
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1

2
2

2
1

                       (8) 

Ricordando la seguente espressione dell’entalpia 
pvuh +=  

possiamo combinare le ultime due relazioni scritte ed ottenere: 
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( ) ( ) ( )
•••••

+=−+−+− WQhhMzzgMwwM 1212

2
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2
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2
1

 

Mettiamoci ora nella situazione in cui si consideri una trasformazione isoentropica per un fluido incomprimibile: si 
avrà: 
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da cui ricaviamo che: 
0=−= pdvTdsdu  

e quindi: 

21 uu =  
La relazione (8) assume dunque la seguente forma: 
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Mettiamoci nell’ipotesi aggiuntiva secondo la quale: 

0==
••

WQ  
da cui deriva: 

( ) ( ) ( ) 0
2
1

112212

2
1

2
2 =−−−+−

•••
vpvpMzzgMwwM  

Tale relazione può essere riscritta nella seguente maniera: 
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Tale relazione prende anche il nome di teorema di Bernoulli.  
Un contenitore chiuso tramite una valvola contiene azoto alla pressione di 3 bar ed alla temperatura di 300 K. Ad un 
certo istante la valvola viene aperta ed il gas fuoriesce dal contenitore all’esterno dove la pressione è la pressione 
atmosferica pari ad 1 bar. Valutare la velocità con la quale fuoriesce il gas. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Come prima cosa è necessario osservare che siamo in presenza di una espansione libera e quindi si tratta di una 
trasformazione isoentropica. Consideriamo dunque il teorema di Bernoulli nella sua forma più generica secondo il 
quale: 
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Nel caso in analisi tale espressione si semplifica in maniera rilevante in quanto si ha: 














=

=

=

=

•

•

0

0

01

21

W

Q

w

zz

 

e quindi ci si riduce ad avere: 
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2
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ovvero: 
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111222

2
2

2
1 uvpuvpw +=++  

Ricordando poi la relazione: 
pvuh +=  

si ottiene: 

12

2
2

2
1 hhw =+  

dalla quale si ricava: 

( )212 2 hhw −=  
Ricordiamo ora la relazione secondo la quale: 

Tch p∆=∆                                                                                 (9) 
e quindi avremo: 

( )212 2 TTcw p −=  
Dobbiamo osservare che la relazione (9) vale solo nel caso di trasformazioni isobare. Noi la utilizziamo perché siamo 
interessati all’iniziale velocità con la quale il gas fluisce dal contenitore all’atmosfera esterna e quindi ci concentriamo 
solo su un istante relativamente breve durante il quale si suppone che la pressione non vari in maniera apprezzabile. 
Ricordando inoltre che: 

Rc p 2
7=  

si ricava: 

( )212 7 TTRw −=  
Dobbiamo ora ricavare la temperatura finale. Per fare questo ricordiamo quanto detto sulle trasformazioni 
politropiche per le quali valeva la relazione: 

m

p
p

T
T







=

2

1

1

2  

Siccome siamo in presenza di una trasformazione isoentropica tale relazione si modifica nel modo seguente: 
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con k pari ad 1,4; si avrà dunque: 
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Ricordando allora che la massa molecolare dell’azoto è pari a 28 si ottiene: 

( ) ( )
s
mTTRw 9,40918,219300

28
831477 212 =−=−=  

Si consideri il seguente sistema nel quale si suppone che l’entalpia, ad una certa distanza dal restringimento, sia 
uguale da entrambi i lati del sistema. Studiare quanto avviene con particolare attenzione al comportamento della 
temperatura nel caso che si sia in presenza di un gas ideale o di un gas reale. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Siccome l’entalpia è considerata uguale da entrambi i lati, possiamo parlare di una laminazione isoentalpica e quindi 
sarà valida la relazione: 
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21 hh =  
ovvero: 

222111 vpuvpu +=+  
Siccome, inoltre, le pareti del sistema sono adiabatiche, varrà anche la seguente relazione: 

WU =∆  
Ricordiamo ora la definizione del coefficiente di Joule-Thompson che esprime la variazione di temperatura in un 
sistema come questo e secondo il quale si ha: 

( )
ph c

Tv
p
TJ 1−=





∂
∂= α

 

Nel caso dei gas ideali, questa relazione deve essere combinata con l’espressione seguente: 

T
1=α                                                                                   (10) 

da cui si ricava: 
0=J  

Nel caso dei gas ideali, quindi, la laminazione isoentalpica è una trasformazione isoterma. Nel caso dei gas reali, 
invece, la relazione (10) si verifica solamente ad una certa temperatura (caratteristica del gas che si sta utilizzando) 
detta temperatura di inversione; si avrà dunque: 
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Sfruttando questa proprietà, dunque, è possibile far passare del gas attraverso una strozzatura facendogli diminuire la 
temperatura. Una rappresentazione grafica di quanto avviene nel caso del gas reale è la seguente: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Nella zona 1 si avrà dunque espansione con riscaldamento mentre nella zona 2 si avrà espansione con raffreddamento.  
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Esercitazione numero 6 
14 Aprile 1999 

La potenza. Il lavoro utile e il lavoro di pulsione. Cicli termodinamici. Il rendimento. La velocità del suono. 
Motori per uso aerodinamico. 
Come prima cosa ricordiamo che l’espressione della potenza totale è la seguente: 

•

•
•

=
M

WW u
Tot  

dove al numeratore troviamo il lavoro utile (ovvero il lavoro che va dalla macchina al fluido o viceversa); se poi 
aggiungiamo il lavoro di pulsione, ovvero il lavoro necessario per spingere il fluido nel condotto, otteniamo: 

∫−=−+ pdvvpvpwu 2211  

da cui si ricava: 

∫∫ =+−−= vdpvpvppdvwu 2211  

Supponendo di occuparci di una situazione in cui venga introdotto sia lavoro che calore avremo un’equazione di 
bilancio del tipo: 

222111 vpuqwvpu u +=+++  
ovvero: 

21 hqwh u =++  
Nel caso, invece, che si sia in presenza di una trasformazione adiabatica, allora non sarà possibile alcuno scambio di 
calore e quindi si avrà: 

21 hwh u =+  
dalla quale si ricava: 

12 hhwu −=                                                                                (1) 
Da un punto di vista grafico possiamo allora riassumere quanto detto con il seguente disegno: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Tale grafico rappresenta la seguente situazione: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Qualora invece si entri nella macchina con una pressione inferiore alla pressione di uscita, allora abbiamo ancora un 
lavoro utile ed una variazione di entalpia ma stiamo parlando di un compressore (se c’è del gas) o di una pompa (se c’è 
del liquido). Nel piano (p,V) il lavoro utile sarà espresso come si nota nella prima immagine della pagina seguente.  
Calcoliamo ora quanto lavoro utile è estraibile da una massa finita ad una temperatura elevata; consideriamo dunque la 
situazione mostrata nella seconda immagine della pagina seguente. Poniamo dunque che la temperatura più bassa del 
ciclo sia quasi coincidente con la temperatura della sorgente fredda e anche che la temperatura più alta del ciclo 
corrisponda con la temperatura della sorgente calda. Avremo dunque: 

hrevch QQQW η=−=  

1h

2h

h 

s 

1 

2 

2p

1p

uw

1p

2p

Turbina 



 176 

Combiniamo ora tale relazione con le seguenti due: 
( )
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Si ottiene così: 
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Se vogliamo ora massimizzare il lavoro utile dobbiamo considerare la seguente derivata: 
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Annullando tale derivata si ottiene: 

012
2

1 =−
T

TTh  

in quanto sicuramente la massa e il calore massico non possono essere nulli. Si avrà allora: 

1
2

2 TTT h=  
e quindi: 

12 TTT h=  
Questa è una relazione che vale per tutti i cicli reversibili; questa temperatura è appunto quella che mi permette di 
estrarre il massimo del lavoro utile dal sistema. Per quanto riguarda le situazioni limite osserviamo che, se si avesse: 

hTT =2  
allora si avrebbe: 
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Saremmo dunque in una situazione di rendimento massimo nella quale, però, non estraendo energia non estraggo 
nemmeno lavoro. Nel caso invece in cui si avesse: 

cTT =2  
allora si avrebbe: 
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In questo caso il rendimento sarebbe nullo: estraiamo dunque tanta energia ma non siamo in grado di convertirla.  
Consideriamo il sistema rappresentato nella pagina seguente e verifichiamo se le quattro trasformazioni proposte nella 
tabella che segue sono possibili o meno.  
Siano dati anche i seguenti valori numerici relativi alle temperature: 
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hQ
•

   [ ]h
kcal  cQ

•
   [ ]h

kcal  
•

W    [ ]MW  

1 610  5103 ⋅  1 
2 610  5104,1 ⋅  1 

3 610  5103 ⋅  0,814 
4 610  5105 ⋅  0,582 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Come prima cosa trasformiamo tutte le grandezze usando le unità di misura del S.I.; si otterrà così: 
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4

2

31  

Dobbiamo ora fare i bilanci di primo e di secondo principio su tutti e quattro i ciclo proposti 
1) Nel caso del primo ciclo il bilancio di primo principio prevede che si abbia: 

MWQQW ch 814,0349,0163,1 =−=−=  
Si nota dunque immediatamente che il ciclo proposto non è realizzabile. 

2) Nel caso del secondo ciclo il bilancio di primo principio non contrasta con la realizzabilità del ciclo, in quanto si 
ha: 

MWQQW ch 1163,0163,1 =−=−=  
Vediamo allora se anche il bilancio di secondo principio è soddisfatto. Consideriamo dunque la seguente 
relazione: 

0
300
163,0

1000
163,1 <+−=+−=∆

c

c

h

h
Tot T

Q
T
Q

S  

Siccome la variazione complessiva di entropia risulta negativa (cosa impossibile) siamo indotti a dire che il 
secondo dei cicli considerati non è accettabile.  

3) Concentriamoci sul terzo ciclo; per quanto riguarda il bilancio di primo principio si ha: 
MWQQW ch 814,0349,0163,1 =−=−=  

e quindi il bilancio di primo principio è verificato. Per quanto riguarda invece il bilancio di secondo principio si 
avrà: 

0
300
349,0

1000
163,1 =+−=+−=∆
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c

h

h
Tot T

Q
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Q

S  

Possiamo dunque dire che questo ciclo è possibile ed è un ciclo totalmente reversibile in quanto la variazione 
totale di entropia è nulla. Ovviamente un ciclo come questo è irrealizzabile nella realtà. 

4) Per quanto riguarda, infine, il quarto dei cicli proposti, il bilancio di primo principio afferma che: 
MWQQW ch 582,0581,0163,1 =−=−=  
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e quindi è verificato. Il bilancio di secondo principio, invece, afferma che: 

0
300
581,0

1000
163,1 >+−=+−=∆

c

c

h

h
Tot T

Q
T
Q

S  

Possiamo dunque dire che questo ciclo è possibile ed è realizzabile nella realtà (essendo un ciclo nel quale c’è 
produzione di entropia e quindi un ciclo irreversibile). 

E’ importante osservare che nella tabella sono stati assegnati valori relativi alle potenze ma che questo non crea 
problemi nella valutazione del bilancio entropico. E’ anche importante osservare che il primo principio viene applicato 
sulla macchina mentre il secondo principio viene applicato alle sorgenti; infatti si ha: 

MacSorgTot SSS ∆+∆=∆  
ponendo però: 

0=∆ MacS  
si ricava: 

SorgTot SS ∆=∆  
Si consideri il ciclo Otto compiuto dal seguente meccanismo: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Tale meccanismo non è altro che la sezione del pistone di un motore; il ciclo compiuto da questo dispositivo è dato nel 
grafico seguente: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Si avrà allora che: 
nel tratto 0→1 si ha una trasformazione isobara nella quale avviene l’aspirazione della miscela di carburante; 
nel tratto 1→2 si ha una trasformazione adiabatica durante la quale il pistone comprime il gas fino al PMS; 
nel tratto 2→3 si ha una trasformazione isocora nella quale avviene l’effettiva combustione del carburante; 
nel tratto 3→4 si è in presenza di una trasformazione adiabatica nella quale si assiste all’espansione del gas fino al 
PMI; 
nel tratto 4→1 si ha, infine, una trasformazione isocora nella quale viene aperta la valvola di scarico 
Sul piano (T,S) il medesimo ciclo Otto sarà rappresentato come si vede nella prima illustrazione della pagina seguente; 
dati allora i seguenti dati numerici: 
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(dove con “r” si è indicato il rapporto di compressione) valutare i rendimenti del ciclo assegnato. 
Osserviamo, prima di tutto, che in generale il rendimento di un ciclo Otto è dato dalla seguente relazione: 

1
11 −−= kr

η  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Come prima cosa consideriamo la relazione secondo la quale: 
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dalla quale si ricava: 
KrTT k 7229300 4,01

12 =⋅== −                                                             (2) 
Sfruttiamo poi la proprietà dei cicli simmetrici secondo la quale: 

4231 TTTT =  
dalla quale si ricava: 

2

31
4 T

TT
T =  

Combinando poi questa relazione con la (2) si ottiene: 

K
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rT
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k 62311
1

31
4 === −−  

Ora che conosciamo tutte le temperature possiamo ricavare i calori scambiati tramite le seguenti due relazioni: 
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dunque il rendimento sarà: 

585,0
558
2321 =−=η  

mentre il rendimento del ciclo reversibile è: 

8,01 =−=
h

c
rev T

T
η  

Calcoliamo ora la variazione complessiva di entropia tramite la seguente relazione: 

kgK
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S
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c
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h
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Possiamo dunque ricalcolare il rendimento sfruttando la seguente relazione: 

585,0
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401,03008,0* =⋅−=
∆
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h

c
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ηη  

Il rendimento di secondo principio si calcolerà allora nel modo seguente: 
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T 

S 

2 hQ

cQ
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73,0
8,0

585,0 ==
revη
η

 

Tale rapporto mi dice quanto perdiamo a causa dell’irreversibilità ovvero con quanta efficienza si sta sfruttando la 
sorgente. 
Dato il ciclo di Joule rappresentato nei piani (T,S) e (p,V) nei due diagrammi seguenti: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
si valuti il rendimento. 
Come prima cosa osserviamo come, con i dati forniti dai grafici, sia molto facile trovare il rapporto di compressione 
che sarà: 

6
1

2 ==
p
p

ρ  

Il rendimento sarà allora: 

4,0
6
1111

4,1
14,11

=




−=





−=

−−
k

k

ρ
η  

Osserviamo che il problema sarebbe stato ben determinato anche se fossero state assegnate solo le temperature 
estreme; le temperature mancanti, infatti, avrebbero potuto essere ricavate sfruttando le due seguenti relazioni: 

( )
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==

=⋅=





=

−

KK
T
TT

T

KK
p
pTT

k
k

720
500

1200300

5006300
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31
4

286,0

1

1

2
12

 

Siccome conosciamo tutte le temperature possiamo ricavare i calori scambiati tramite le seguenti due relazioni: 

( ) ( )

( ) ( )









=−=−=

=−=−=

kg
kJ

K
kgK
kJ

TTcQ

kg
kJK

kgK
kJTTcQ

pc

ph

4207203001

70050012001

41

23

 

Il rendimento potrà allora essere calcolato anche sfruttando la seguente relazione: 

4,0
700
42011 =−=−=

h

c

Q
Q

η  

Il lavoro complessivo sarà invece dato come segue: 

kg
kJQQW ch 280=−=  

Calcoliamo ora separatamente il lavoro della turbina (che è un lavoro entrante) e il lavoro del compressore (che è un 
lavoro uscente); si avrà quindi: 

1200 

720 

500 

300 

(K) 

4 

3 

1 
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2 hQ

cQ

tW

cW
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1 
1 
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(bar) 

2 3 
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( ) ( )

( ) ( )









=−=−=−=

=−=−=−=

kg
kJ

TTchhW

kg
kJTTchhW

pc

pt

2003005001

48072012001

1212

4343

 

Si osservi che, ovviamente, facendo la differenza tra questi due valori si ritrova il lavoro complessivo precedentemente 
identificato. Vediamo ora qual è la variazione complessiva di entropia: 

kgK
kJStot 817,0

300
420

1200
700 =+−=∆  

Calcoliamo ora il rendimento del ciclo reversibile, che sarà: 

75,0
1200
30011 =−=−=

h

c
rev T

T
η  

Il rendimento del ciclo può allora essere calcolato anche nel modo seguente: 

4,0
700

817,030075,0* =⋅−=
∆

−=
h

c
rev Q

ST
ηη  

Il rendimento di secondo principio sarà allora: 

53,0
75,0
4,0* ===

rev
II η

ηη  

Si osservi che, fino a quando la temperatura del punto 4 è maggiore della temperatura del punto 2, è possibile prendere 
i gas combusti espulsi dal sistema, metterli a contatto con uno scambiatore di calore e sfruttarli come rigeneratori nel 
tratto 2→3.  
Calcolare la velocità del suono relativa all’azoto molecolare ad una temperatura di 27°C ma trattato come se fosse un 
gas ideale. 
La velocità del suono sarà: 

h
km

s
mK

kmol
kg

kmolK
J

T
Mm
R

c
c

TRc
v

p 8,127014,353300
28

314,8
4,1* ===== γ  

Siccome tale valore dipende dalla temperatura osserviamo che, aumentando l’altitudine, ovviamente diminuirà la 
temperatura e quindi anche la velocità del suono diminuisce.  
Concludiamo accennando ai motori per uso aeronautico. Come prima cosa bisogna sottolineare come esistano 
sostanzialmente due categorie di motori per tale scopo: 
- i motori ad elica esterna, che sfruttano basse accelerazioni con grosse masse di fluido, 
- i motori a turbogetto, che invece sfruttano alte accelerazioni. 
Nell’immagine seguente vediamo lo schema semplificato di uno stato reattore. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Nelle turbine a gas per la propulsione a getto si utilizza la notevole variazione di velocità di una massa di fluido entrante 
ed uscente dalla turbina stessa; il lavoro utile della turbina viene tutto spedito al compressore e quindi c’è un disavanzo 
entalpico non sfruttato in turbina. I motori a turboelica usano il ciclo Joule-Brayton e  mandano il lavoro in parte alla 
turbina ed in parte all’elica. 
 
 
 
 

Ugello di scarico Stabilizzatori 
di fiamma 

Iniettori  Ingresso aria 
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Esercitazione numero 7 
28 Aprile 1999 

Velocità del suono. Transizioni di fase. 
Calcolare la velocità del suono relativa al magnesio ad una temperatura di 0°C e a pressione atmosferica; siano 
inoltre dati i seguenti valori numerici: 
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Come prima cosa sarà necessario rifarsi ai valori numerici del S.I., si avrà quindi: 
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Ricordiamo ora la relazione secondo la quale: 

T
vp k

Tvcc
2α=−  

da cui si ricava: 

molK
J

k
Tvcc

T
pv 25

2

≅−= α
 

Quindi, nel caso in questione si avrà: 

12,1≅
v

p

c
c

 

La velocità del suono sarà allora: 

s
m

k
v

c
c

k
c

Tv

p

s

1452
10389
1033,712,11

11

3

=
⋅
⋅=== −ρ

 

Si consideri il turboreattore schematizzato nell’immagine seguente. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Tale meccanismo funziona sfruttando il ciclo mostrato nella prima illustrazione della pagina seguente. Dati dunque i 
seguenti valori numerici: 

Ingresso aria 
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=

=
=

=
=

•

s
kgm

KT
KT

st

sc

I

I

50

8,0
85,0

791
695,550

4

2

η
η  

si valuti la velocità del suono all’uscita dell’augello e l’impulso di spinta. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Come prima cosa uguagliamo il lavoro della turbina e il lavoro del compressore ottenendo: 

tc WW
••

=  

ovvero: 

1253 TTTT I −=−  
da cui si ricava: 

KTTTT I 9493125 =++−=  

L’energia cinetica in uscita dall’augello è pari al salto entalpico tra i punti 5 e I4 , ovvero: 

Tcv pI ∆=2
42

1
 

dalla quale si ricava: 

( )
s
m

kgK
KJTTcv II p 5621571022 3

454 =⋅⋅=−=  

La velocità del suono all’uscita dell’augello è invece: 

s
mKRTcc II p 563791

29
83144,144 ===  

Possiamo dunque dire di essere in regime transonico. 
L’impulso di spinta è invece dato da: 

kN
s
m

s
kgvmI 2856250 ===

•
 

In questo caso l’impulso di spinta è detto impulso a punto fisso perché il motore è fermo; in realtà si dovrebbe infatti 
utilizzare come velocità la differenza di velocità tra l’aria entrante e l’aria uscente (in questo caso, però, si è posto che 
l’aria entrante sia ferma in quanto il motore è fermo) 
Sono dati 5 kg di vapor d’acqua saturo a 180°C dai quali viene tolto calore isobaricamente. Si considerano due diverse 
situazioni: 
• vengono sottratti 5000 kJ; 
• vengono sottratti 12000 kJ. 
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Stabilire, in entrambi i casi, la situazione finale dell’acqua. 
Per risolvere questo esercizio facciamo riferimento al seguente grafico: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Nel caso delle trasformazioni isobare varrà la relazione: 

QH =∆  
ovvero: 

( )21 hhMQH −==∆  
da cui: 

M
Qhh += 12  

dove con Q si intende il valore assoluto del calore scambiato. Sfruttiamo ora la tabella 1 dell’appendice e troviamo 
che, in corrispondenza dei 180°C, l’entalpia relativa al vapore saturo è: 

kg
kJh 2,27781 =  

Conoscendo allora tale valore di entalpia, la massa del vapore e il calore scambiato avremo nei due casi, 
rispettivamente: 
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kg
kJ

kg
kJ

kg
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h

kg
kJ

kg
kJ

kg
kJh

378
5

12000
2778

1778
5

50002778

2

2

 

Calcoliamo ora il titolo sfruttando la seguente relazione: 

liqvap

liq

hh
hh

x
22

22
2 −

−
=  

Nel primo caso si avrà dunque (sfruttando la medesima tabella 1): 

504,0
7632778
7631778

2 =
−
−=x  

Dal grafico seguente appare evidente che siamo praticamente a metà del tragitto da liquido saturo a vapore saturo: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Il calcolo dell’entropia sarà il seguente (sfruttando la medesima tabella 1): 
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T 

10 bar 

s 

T 

10 bar 
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( ) ( )
kgK
kJsxsxs liqvap 380,41396,2504,015857,6504,01 22222 =−+⋅=−+=  

Per quanto riguarda, invece, il volume, si avrà (sfruttando la medesima tabella 1): 

( ) ( )
kg
mvxvxv liqvap

3

22222 098,0001127,0504,0119405,0504,01 =−+⋅=−+=  

Siccome passiamo da vapore saturo, all’estrema destra della linea azzurra orizzontale, ad una concentrazione 
corrispondente al punto medio (circa) della medesima linea, comprendiamo molto semplicemente come l’entropia 
diminuisca.  
Mettiamoci ora nel secondo caso per il quale le cose sono leggermente più complicate; se infatti usassimo lo stesso 
metodo che abbiamo usato per il caso 1) avremmo (sfruttando la medesima tabella 1): 

191,0
7632778
763378

22

22
2 −=

−
−=

−
−

=
liqvap

liq

hh
hh

x  

Un valore negativo non è ovviamente sensato e quindi dobbiamo affrontare questo caso in maniera diversa. Sfruttando 
la tabella 1 notiamo che il valore di entropia che abbiamo ottenuto in questo secondo caso (378 kJ/kg), corrisponde ad 
una temperatura compresa tra i 90°C e i 95°C e questo significa, come mostra il disegno seguente, che si è passati 
nella zona liquida.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Quello che ci interessa non è dunque il titolo, in questo caso, quanto la nuova temperatura: Per calcolare la 
temperatura dovremo operare una interpolazione lineare e quindi, sfruttando la tabella 1, si avrà: 

( ) ( ) Chh
hh
tt

tt liq
liqliq

257,9092,376378
92,37696,397

909590inf2
infsup

infsup
inf2 =−

−
−+=−

−
−

+=  

Una medesima interpolazione sarà necessaria anche per quanto riguarda l’entropia; si avrà infatti: 

( ) ( )
kgK
kJhh

hh
ss

ss liq
liqliq

1955,192,376378
92,37696,397

1925,125,11925,91inf2
infsup

infsup
inf2 =−

−
−+=−

−
−

+=  

Anche in questo caso, per il medesimo discorso fatto prima, la variazione di entropia sarà negativa e maggiore in 
modulo rispetto al caso precedente. 
Consideriamo ora 5 kg di vapor d’acqua saturo che passa da una pressione di 10 bar ad una pressione di 3 bar in due 
modi diversi: 
• ad entropia costante; 
• ad entalpia costante. 
In questo caso i dati iniziali saranno i seguenti: 
















=

=

=

kg
m

v

kgK
kJs

kg
kJ

h

3

1

1

1

1944,0

586,6

2778

 

In questo caso il grafico che ci interessa è il primo della pagina seguente. Soffermandoci sul primo caso, utilizziamo la 
tabella 2 per notare che, in corrispondenza di una pressione di 3 bar (0,3Mpa) come è quella finale, si avrà una 
temperatura pari a: 

s 

T 

10 bar 
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Ct o55,1332 =  
Sempre sfruttando i dati che ricaviamo dalla tabella 2 possiamo ricavare il titolo grazie alla relazione seguente: 

924,0
22

22
2 =

−
−

=
liqvap

liq

ss
ss

x  

Con la medesima tabella ricaviamo anche la seguente relazione per l’entalpia finale: 

( ) ( )
kg
kJhxhxh liqvap 256047,561924,013,2725924,01 22222 =−+⋅=−+=  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Anche in questo esercizio, nel secondo caso non ha senso andare a valutare il titolo perché si finisce nella zona di 
vapore surriscaldato; sarà dunque interessante andare a valutare la temperatura, il volume e l’entropia, che si 
otterranno con delle interpolazioni; si avrà dunque: 
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o
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Calcolare la massa d’acqua a 20°C necessaria affinché sia possibile sciogliere 10 kg di ghiaccio ad una temperatura 
iniziale di -10°C operando adiabaticamente a pressione atmosferica. 
Siccome si deve operare adiabaticamente si avrà: 

0==∆ QH  
ovvero: 

0=∆+∆ solliq HH  
dalla quale si ricava: 

( ) ( )liqliqliqsolsolsol hhmhhm 1212 −−=−  
Convenzionalmente, inoltre, si ha che: 

( )Cthh o
liqsol 022 ==  

Considerando poi il calore latente di fusione possiamo scrivere: 

( )
kg

kcalC
Ckg

kcal
kg

kcalTch o
opsol 851095801 −=−−=∆−−= λ  

e inoltre si avrà: 

( )
kg

kcalC
Ckg

kcalTch o
opliq 202011 ==∆=  

Combinando allora le ultime quattro relazioni scritte si ottiene: 
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s 

10 bar 

3 bar 
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kg

kg
kcal

kg
kcalkg

mliq 5,42
20

8510
=

⋅
=  
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Esercitazione numero 8 
5 Maggio 1999 

Transizioni di fase. Efflussi negli ugelli. 
Calcolare la situazione finale di un sistema nel quale a 6 kg di acqua a 20°C vengono aggiunti, attraverso una 
trasformazione adiabatica ed isobara, 4 kg di vapor d’acqua a 150°C ed alla pressione di 1 bar. 
Siccome la trasformazione è adiabatica ed isobara si avrà: 

0==∆ QH  
Questa relazione si può riscrivere, sfruttando la proprietà di additività, nel modo seguente: 

( ) 0112 =+− vapvapliqliq hMhMMh  
da cui si ricava: 

M
hMhM

h vapvapliqliq +
=2  

Ricaviamo ora l’entalpia della frazione liquida dalla relazione: 

( ) ( ) ( )
kg
kJCcCCcttch o

p
oo

ppliq 842001,0200 =≈−=−=  

L’entalpia della frazione vapore si può invece ricavare dalla tabella 3. Si avrà dunque: 

( ) ( )

kg
kJ

kg
kg
kJkg

kg
kJkg

M
hMhM

h vapvapliqliq 1161
10

27764846

2 =






+






=
+

=  

Sfruttando ora la tabella 2 possiamo ricavare il titolo: 

329,0
22

2 =
−

+
=

liqvap

liqliq
liq hh

hh
x  

e anche la temperatura: 
Ct o63,992 =  

Per tornare allo stato iniziale sarebbe necessario fornire lavoro e quindi siamo in un processo irreversibile: la 
variazione di entropia dovuta a tale irreversibilità è la seguente: 

( ) ( )
K
kJsMsMsMS vapvapliqliqirr 715,0112221 =+−=∆ →  

Ci occupiamo ora degli efflussi negli ugelli. Come prima cosa ipotizziamo l’assenza di attriti e la condizione di 
adiabaticità; avremo: 

0==
••

WQ  
Facendo dunque il bilancio si otterrà: 

0
2

2
1

2
2

12 =
−

+−
vv

hh  

Se il flusso è isoentropico e il gas è ideale si avrà anche: 

( ) ( )22121

2

112
vppvTTRTcvs

p −
−

=−
−

=∆=
γ

γ
γ

γ
 

Imponendo che sia: 
01 =v  

si ricava: 







−

−
=

11

22
112 1

1
2

vp
vp

vpv
γ

γ
                                                               (1) 

Siccome poi siamo in condizioni di ipotizzata adiabaticità, possiamo utilizzare anche la relazione: 
=γpv costante 

ovvero: 

γ
1
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1

1
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p
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v
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da cui: 

γ
1

2

1
12 





=

p
p

vv  

La relazione (1) si potrà dunque riscrivere come segue: 
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Valutare la velocità di efflusso da un ugello nel caso in cui siano date i seguenti dati numerici: 
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Applicando la formula prima vista si avrà: 

( )
s
mv 55,4255,0172,010200

14,1
4,12 4,1

14,1
3

2 =
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Consideriamo ora la relazione: 

2
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V
v

m

A
=•                                                                                     (2) 

dove vediamo apparire la sezione e la portata. Si avrà: 
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Dal punto di vista grafico si potrà allora considerare il seguente grafico: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Sfruttando quanto visto in precedenza è possibile riscrivere l’inverso della relazione (2) nel modo seguente: 
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Ora deriviamo e annulliamo la derivata 
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si otterrà così: 
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Valutare la velocità del suono, la temperatura e la pressione di uscita relativamente ad un ugello con le seguenti 
caratteristiche: 








=
=
=

4,1
400
400

1

1

γ
KT
kPap

 

Applicando la relazione (4) esplicitata rispetto alla temperatura di uscita si ottiene: 

K
T

T 33,333
1

2 1
2 =

+
=

γ
 

Sfruttando invece la relazione (3), anch’essa esplicitata rispetto alla grandezza in uscita, si ha: 

kPapp 211
1

2 1

12 =





+

=
−γ
γ

γ
 

Abbiamo ora tutto quello che ci serve per ricavare la velocità del suono: 

( )( )( )
s
m

s
mRTc 97,36533,3332874,1 === γ  

Valutare il rapporto tra le pressioni, il volume massico d’ingresso, la sezione d’ingresso  e la temperatura e la 
pressione di ristagno nel caso di un ugello per il quale siano assegnati i seguenti dati numerici iniziali: 
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Il rapporto tra le pressioni è immediatamente ricavabile; si avrà infatti: 

286,0
350
100

1

2 ==
kPa
kPa

p
p

 

Il volume massico d’ingresso, nota la pressione e la temperatura iniziale, si può ricavare sfruttando la legge dei gas 
perfetti esplicitata rispetto al volume: 

kg
mK

p
RT

v
3

3

3

1

1
1 4512,0

10350
55010287,0 =

⋅
⋅⋅==  

Per ricavare la sezione d’ingresso, nota la portata e tutti gli altri valori di ingresso, si utilizza la relazione (2), 
ricavando: 
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20226,0
200

4512,010 m
V

vmA =⋅==
•

 

Infine, la temperatura e la pressione di ristagno si calcolano nel modo seguente: 
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=
⋅

+=+=

−
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T
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pp

KK
c
v

TT

T
T

p
T
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9,569
10052

200550
2

11
1

22
1

11

γ
γ  

Sia dato un ugello strutturato nel modo seguente: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
I dati numerici assegnati sono i seguenti: 
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Calcolare la velocità del suono, il volume massico, la pressione, la sezione e la temperatura all’uscita dell’ugello. 
Per ricavare la temperatura all’uscita dell’ugello sfruttiamo la seguente relazione: 

0
2 1

2
3

3 =−+ Tpp Tc
v

Tc  

dalla quale si ricava, tenendo conto che la temperatura di ristagno sarà la medesima calcolata nell’esercizio 
precedente; 

KT 8,3903 =  
A questo punto è possibile calcolare la velocità del suono tramite la seguente relazione: 

s
mRTc 33,3968,3902874,13 =⋅⋅== γ  

La pressione all’uscita dall’ugello può essere calcolata sfruttando al relazione (3), si avrà allora: 

KPa
T
T

pp 83,105
1

1

3
13 =





=

−γ
γ

 

In realtà, sperimentalmente si osserva che esiste un rendimento isoentropico pari al 90% e quindi si avrà: 
KPap 07,883 =  

Abbiamo ora tutto quello che ci serve per ricavare il volume massico e la sezione di uscita: 

2 1 3 
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=⋅==

=
⋅

⋅⋅
=

•

2

3

3
3

3

3

3

3

0212,0
600
274,110

274,1
1007,88

8,39010287,0

m
V

vm
A

kg
m

v

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 193 

Esercitazione numero 9 
12 Maggio 1999 

Rendimenti. Cicli. 
Una pompa di calore opera tra 330K e 288K. La potenza termica da fornire alla sorgente calda è di 25kW, mentre il 
rendimento di II principio è di 0,55. Si calcoli la potenza meccanica della pompa di calore.  
Come prima cosa consideriamo la seguente schematizzazione: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ricordiamo ora la definizione dei rendimenti reversibile e di II principio che sono, rispettivamente: 











=

−
=

rev
II

rev TT
T

ε
εη

ε
infsup

sup

 

Combinando allora tali due relazioni si ottiene: 

3,4
infsup

sup =
−

== IIIIrev TT
T

ηηεε  

Sfruttiamo ora la definizione classica di efficienza secondo la quale: 

•

•

=
W

Q hε  

dalla quale si ricava: 

kW
Q

W h 8,5==
•

•

ε
 

In un ciclo Rankine la turbina è alimentata con una portata di 25 kg/s di vapor d’acqua alla pressione di 125 bar. 
Conoscendo le caratteristiche del vapore allo scarico (x=0,75; t=30°C) si calcoli la potenza ideale della turbina e del 
condensatore. 
Anche in questo caso consideriamo come prima cosa la seguente immagine: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Sfruttando ora i dati assegnati e combinandoli con il disegno si ottiene: 









=

=
=

Ct

x
barp

o30

75,0
125

6

6

5

 

Sfruttiamo ora la tabella 1 e osserviamo che, in corrispondenza dei 30°C si hanno i seguenti dati numerici: 

cQ
•

kWQh 25=
•

•
W

s 

T 

6 

5 

4 
3 

2 

1 
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=
=

4533,8
4369,0

vap

liq

s
s

 

Possiamo allora sfruttare questi dati numerici per ottenere l’entropia del punto 6 nel modo seguente: 

( )
kgK
kJsxsxs liqvap 450,61 66666 =−+=  

Osservando poi il grafico si ha: 

56 ss =  
Interpolando poi i dati della tabella si ottengono i seguenti due risultati: 








=

=

Ct
kg
kJh

o5,492

3333

5

5
 

L’entalpia del punto 6 può ora essere calcolata nel modo seguente: 

( )
kg
kJhxhxh liqvap 19481 66666 =−+=  

Abbiamo ora tutto quello che ci serve per calcolare quanto veniva richiesto: 

( )
( )





=−=

=−=
•

•

kWhhQ

kWhhW

c

t

455025

3462425

16

65  


