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= ANGOLI ASSOCIATI

Considerando sempre valida I’ uguaglianzatrai triangoli OPH e ORK s ricava quanto segue:

1) Angoli complementari

RK =OH sen(90° —a) =cosa
OK =PH cos(90° -a) =sena
tg(90° - a) =ctga

2) Angoli chedifferiscono di 90°

RK=OH sen(90° +a) =cosa
OK =-PH cos(90° +a) = -sena
tg(90° + a) = —ctga

3) Angoli supplementari

RK =PH sen(180° —q) =sena
OK =-OH cos(180° —a) = —cosa
tg(180° - a) = tga
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4) Angoli che differiscono di 180°

RK=-PH sen(180° +a) = —sena @
OK =-OH cos(180° +a) = —cosa

tg(180° + a) =tga

5) Angoli esplementari (o angoli opposti)

RK=-PH sen(360° —a) =sen(—a) = -sena
OK =OH  cos(360° —a) =cos(-a) =cosa
tg(360° - a) =tg(—a) = tga

Riduzioneal primo quadrante
Se 90°<a <180° si usano leformule (1) relativi agli angoli supplementari

sen120° = sen(180° —60°) =sen 60°
Ades. c0s140° = cos(180° - 40°) = —cos40°
tg150° = tg(180° —30°) = -tg 30°

Se 180° <a <270° s usanoleformule (2)

sen220° = sen(180° +40°) = —sen40°
Ades. c0s240° = cos(180° +60°) = —cos60°
tg250° =tg(180° +70°) =tg 70°

©)
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Se 270°<a <360° s usanoleformule(3)

sen320° = sen(360° - 40°) = —sen40°
Ades c0s340° = cos(360° —20°) =cos20°
tg350° =tg(360° —=10°) = —tg10°

Se o >360° s divideI’angolo per 360 e si considerail resto o' di questadivisione
a=k360+a"
ad es. se a =750° a =20360° +30°

quindi:  sen750° = sen30°
= FORMULE

For mule di sottrazione e addizione

T
>

O

COA=DOB=a -f3
OA=0B=0C =OD =1

| triangoli OAC e OBD sono uguali perché

Quindi  AC=BD

Osservando che: A(,0) B(cosfB;senf) C|cos(a - pB);sen(a - B)] D(cosa;sena)
eche AC?=BD* dha

[cos(a - B) —]]2 + sen(a -B) -q ? =(cosa —cosf)? Hsena —senB)® dacui § ricava:

cos’(a - B) —2cos(a - B) +1+sen’(a -) =
= C0S’ @ —2¢0sa cos B +cos’ [ +sen’a —2sena senf +sen’ 3 (4)

essendo: cos’(a-PB)+sen’(a-B) =1 cosa+sen’a =1 cos’ f+sen’B=1
la(4) si puo scrivere:

1-2cos(a - ) +1 =1-2cosa cos S +1—-2sena senf

semplificando e cambiando di segno si ottiene:  cos(a — ) =cosa cosf +sena senl  (5)
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poiché cos(a + B) = cos|a —(-B)]
mediantela (5) s ha: cos(a + ) = cos[a —(-B)] =cosa cos(-B) +sena sen( B)

e, tenendo conto delle (3) siricava: cos(a + [3) =cosa cosf3 —sena sens3 (6)
Osservando inoltre che: sen(a - ) = cos[90° -(a - ,6’)} :cos[(90° —a) +,B}
applicando la(6) s ha  sen(a - ) =cos(90" —a)cos8 —sen(90° —a)senf

quindi sen(a — ) = sena cosf3 —cosa senls (7

Poiché sen(a + B) = sen[a —(=p)] =sena cos(~-B) —cosa sen( -B)
S ricava sen(a + ) =sena cosp +cosa senf (8)

Dalle considerazioni fatte discende che;

sen(a = ) _ sena cos [ £ cosa senfs
cos(a +f5) cosacospBF sena senf

tg(a+p) =

9aFgh g

dividendo numeratore e denominatore per cosa cosf s ha: tg(a +/3) = 1+tga tgB

Tangente dell’angolo formato da duerette

/

r: y=nx+q

Assegnate | e rette latangente dell’ angolo da esse formato, per

y=m'x+q'
m-—m’
la(9), edatoda tg(a—p) = 10
©) o@-F) =1, -z (10
Per dimostrareche tga =m s osservi la seguente figura dove é rappresentatalaretta r : y =mx
Dy =mX
PH _QK _ m

Dallasimilitudinetrai triangoli OPH eOQK s ha — = =tga
OH OK X
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nota
Seil valorefornito dalla (10) e positivo I’angolo che si € determinato e uno degli angoli acuti

formato dallerette r ed s, se e negativo I’ angolo che si & determinato e uno degli angoli ottus
formati dalle stesse rette.
Formule di duplicazione

Si ricavano dalle formule di addizione. Infatti:

sen2a =sen(a +a) =sena cosr +Coxr Sera =2selr Co®Y
00S2a = CoS(a +() =COS COSY —SEr Sy =COST —Sendy

tga +iga _ 2tga
1-tgatga 1-tg’o

tg2a =tg(a +a) =

sen2a = 2sena cosa

Riassumendo: cos2a =cos’a —-sen‘a = 1-2senm  =2cos’a -1
tg2a = 2tgc2r
1-tg°a

Formule di bisezione

Si ricavano dalle formule di duplicazione del coseno.

a a a cosa =1-2sen? &
Poiché  cosa =cos2— =cos® — —sen°— - 2
2 2 2 L a
COSa = 2C0S E_l
dallaprimasi ha 2sen’ L =1-cosar son? = 4 [L=cosa
+
e dalla seconda: 20052%=1+cosa cos%:i 1 c:205a

Quindi
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Formule parametriche razionali

a a a
Sena = sen2— =2sen—Ccos—
2 2 2

Per le formule di duplicazione possiamo scrivere:
a ,a ,a
cosa = cosZE =CosS el -sen” —

2
a __«a a _a
2sen—cos— 2sen-—-cos-—
Dalaprimasi ricava: sena = 2 2 2 2
1 2 a 2 a
sen” —+cos” —
2 2
a 2tg€
dividendo numeratore e denominatore per cos” — s ottiene:  sena = 2
2 1+tgZE
2
008 T -sen?? o2 —se??
Dallasecondas ricava: cosa = 2 - 2 2
1 2 a >
sen” —+cos” —
2 2
a 1-tg2 ¢
dividendo numeratore e denominatore per cos”— Si ottiene:  sena :—czr
2 1+tg”® —
2
2t
a Tt
Ponendo tg— =t s ha )
2 1-t
cosa =—
1+t

Formuledi prostaferes

Servono atrasformare la somma o la differenza di due seni o di due coseni in un prodotto di seni e
coseni.

Per ottenerle si utilizzano le formule di addizione e sottrazione:

sen(a + ) =sena cos [ +cosa senfs cos(a + ) =cosa cosf —sena senf
sen(a — ) = sena cos B —cosa senf3 cos(a — ) =cosa cos S +sena senf

sommando membro a membro s ha:

sen(a + B) +sen(a - B) =2sena cos 3 cos(a + ) +cos(a —B) =2cosacosfB (11)
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+03 =

ponendo {a F=p Si ricava
a-f=q

quindi

sen p+seng =2sen p;qcosp;q

sottraendo membro a membro s ha:
sen(a + B) —sen(a - B) =2cosa cos B
per le (12) possiamo scrivere:

sen p—senq:ZCosloJrqcosp;q

Formule di Werner

Si ricavano dalle (11) e (13)

sena cosf3 :%[sen(a +p3) +sen(a - B) |
cosa cosf3 = %[cos(a +B) +cos(a - )|

senasenf = —%[cos(a +/3) —cos(a -p)

Q

=

©
+
Q0

1N

©
Q0

N ‘

COS p +C0osq =2c0s

cos(a + ) —cos(a - ) = 2sena senf (13)

COSp—Ccosq =-2sen

(12)

*q

cos P4

2

sen

p+q
2

atri appunti riguardanti le funzioni goniometriche si trovano nelle pagine:

analisl (funzioni 2); algebra (equazioni e disequazioni); funzioni.

Valori delle funzioni goniometriche di angoli particolari

gradi radianti seno CoSseno tangente cotangente
0° 0 0 1 0 +00
15° > V6 ;& ﬁzﬁ 2-43 2+43
18° % \/_ST—l 10+ 42\6 5—5\5 J5+205
29 | 5 | o | e | | en

P—q9
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7T 1 J3 J3
30° z = Vs V3
6 2 2 3 V3
JT _
360 o 10 2\/3 \/§+1 5_2\/§ 5+2\/§
5 4 4 5
45° T V2 V2 1 1
4 2 2
£40 3 J5+1 | J10-25 5+2.5
a N AVY 5-245
10 4 A 5
T J3 1 J3
60° 2 V3 2 V3
3 2 2 \/5 3
67°30° gn verv2 | y2-\2 J2+1 J2-1
2 2
720 %ﬂ 10+2\/g \/54_1 [5+2\/§ 5_2\/5
" 4 5
5 _
75° > V6++2 V6-+2 243 2-3
12 4 4
90° T 1 0 oo 0
2
180° T 0 1 0 +00
270° ° 1 0 +oo 0
360° 2T 0 1 0 +o0




