| TEORIA DELLE MATRICI |

Dato un campo K, definiamo matrice ad elementi in K di tipo (m, n) un insieme di numei
ordinati secondo m righe ed n colonne in unatabella rettangolare del tipo
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Una matrice A de tipo (m, n) & composta da mx n elementi disposti secondo m righe e
secondo n colonne. Tutti gli eementi vengono indicati con doppio indice, il primo indica
lariga, il secondo la colonna.

In modo compatto unamatrice si puo indicare con

Se m# n la matrice é rettangolare, se m=n lamatrice & quadrata. In quest’ ultimo caso

il numero delle righe (o colonne) prende il nome di ordine della matrice.

Diamo adesso delle definizioni di uso frequente.

1) Chiamasi linea della matrice indifferentemente una riga o una colonna, linee parallele
piu righe o piu colonne.

2) In due linee paralele si dicono corrispondenti gli elementi di ugua posto, cioé
I’elemento p™ dell’unacon I’elemento p™ dell’altra, qualunque siap.

3) Unalineasi dice identicamente nulla se sono tutti nulli i suoi elementi.

4) Due linee s dicono uguali o proporzionali quando gli elementi dell’una sono uguali o
proporzionali ai corrispondenti dell’ atra.

5) Unamatrice s dice nulla se hanulli tutti i suoi elementi.

6) Due matrici s dicono simili quando hanno lo stesso numero di righe e di colonne, in
due matrici simili si dicono corrispondenti gli elementi di ugual posto.

7) Due matrici di mxnelementi: A= (aﬂ)e B= (b,j) sono uguali se sono uguali tutti i
corrispondenti elementi, cioe se a; =, per ogni i e per ogni j.

8) In una matrice quadrata A:(aij) di ordine n, gli elementi a; coni =j (cioe gli
gementi a;;,a,,.....,a,,) costituiscono la diagonale principale, mentre gli eementi
s Qy(ng) 1+ Ay COStitUISCONO |a diagonale secondaria.

9) In una matrice quadrata, due elementi a, , a,; che hanno gli stessi indici, main ordine

inverso, s dicono coniugati, i loro posti sono simmetrici rispetto alla diagonale
principale.

Gli elementi che stanno sulla diagonale principale sono coniugati di se stessi. Nel caso
particolare che gli elementi siano tra loro uguali, cioé sa a, =a, , lamatrice quadrata si

dice smmetrica.




L’'insieme di tutte le matrici mx n acoefficienti in K s indicaconK™".
Data una matrice AOJK™", latrasposta di A & lamatrice che si indicacon ‘A, ottenuta
da A scambiando fraloro le righe con le colonne.
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In generale, se AOK™" | 'AJ K™,
S ha
‘(A+B)="A+B

L’insieme K™ si pud dotare di una struttura algebrica. Cominciamo, infatti, a definire
un’ operazione di somma tale che K™ sia un gruppo abeliano (cioe gode della proprieta
commutativa).

Somma di matrici

Siano A:(ai'j) eB= (bI’j) due matrici mxn a coefficienti in K. La matrice sommaA +

B e unamatrice C = (c,’j) definita da
c,=a,th, coni,jN:E i m k [£n

Quindi la matrice C & la matrice ottenuta sommando gli elementi corrispondenti di A edi
B.

Es.
Siano assegnate le matrici:
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La matrice somma sara:
[1+0 2-1 3+50

+ = =
AtB=C 54—2 5-3 6+4H
Per cui otteniamo:
11 80

€=k 2 100




La somma di due matrici A e B e definita solo quando A e B hanno lo stesso numero
di righe elo stesso numero di colonne.

L’ operazione sommadi matrici soddisfale proprieta del gruppi abeliani :
al)A+(B+C)=(A+B)+C 0OA,B,l K™

a2)A+B=B+A

a3) IO K™ A 6 & A A

) A KM B K"™A=B+B=A 0

Per quanto riguarda il prodotto nell’insieme K™" delle matrici mxn & possibile
introdurre duetipi di prodotto :

* prodotto esterno matrice per scalare

 prodotto interno righe per colonne.

Prodotto di una matrice per uno scalare

Sia A= (a,-j) OK™" unamatrice mx n acoefficienti nel campo K e A uno scalare, cioé un

elemento del campo su cui Si opera.
Chiamiamo prodotto di A per A lamatrice

C=(aj)DKm*"doveaj= Aa; O3 L..mé=j 1..,n

In altre parole, lamatrice C = A A & la matrice ottenuta moltiplicando ogni elemento di A
per il numero A .
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Il prodotto matrice per scalare gode di quattro fondamentali proprieta:

1) proprieta associativa: (A ) A=A(u A) O0A0 K™ A K

2) distributiva A+u)IA=AA+UA
3) distributiva AMA+B)=AA+AB OABOK™DAOK
4) prodotto per 1 1ITA=A (-H[A=-A

Consideriamo I'insieme K™" con le operazioni di somma e di prodotto per uno scalare
cosi definita.
K™ rispetto alla somma € un gruppo abeliano, mentre rispetto al prodotto, che & un

prodotto esterno, gode delle quattro proposizioni sopra eencate. Per cui, I'inseme K™"
delle matrici mx n a coefficienti in K € un esempio di spazio vettoriale, una struttura su




cui sono definite due operazioni una interna (somma) e I’ altra esterna (prodotto per uno
scalare)

Prodotto interno righe per colonne

Per quanto riguardail prodotto interno, il pitl importante €il prodotto righe per colonne.
Tale prodotto € possibile quando il numero delle colonne della prima matrice € uguale a
numero delle righe della seconda matrice.

Quindi, se A=(a,.j)DKm*” eB= (b)] KP4 il prodotto Ax B & definito solo se n= p.

g

Se le matrici A e B soddisfano a questa condizione, s dicono compatibili per la
moltiplicazione.

Con questa condizione, si definisce il prodotto trale matrici A e B.

AxB=C =(c,) DK™
Lamatrice C dé tipo (m, g) il cui elemento generico ¢; edato da

Larelazione precedente afferma che per ottenere I’elemento ¢; di C s consideralarigai -

esimadi A elacolonnaj - esmadi B, s eseguono i prodotti dei termini corrispondenti e
s sommano i prodotti cosi ottenuti.
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Per questo il prodotto di matrici prende il nome di prodotto righe per colonne.




Si vede facilmente che il prodotto Ax B =C edd tipo (m, g). Infatti, poiché il generico
elemento ¢; s ottiene dallai - esmarigadi A edalaj - esma colonna di B, e poiché
AOK™ e BOK™ conr= p, allorai pud assumere soltanto i valori 1,.....,m mentre j

puo assumere solo i valori 1,......,q , per cui lamatrice Ax B =C hatante righe e colonne
guante ne haB.

Esempio 1.
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Avremo pertanto
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Esempio 2
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Proprieta del prodotto di matrici

Il prodotto di matrici gode delle seguenti proprieta

1) Sia AOK™, BOK™ , COK"™ dlorarisulta
Ax(BxC) =(AxB) xC
2) Se A e B sono matrici del tipo (m, n) e C € una matrice del tipo (n, p) alora
(A+B)C=AC+BC (proprietadistributivaasinistra)
Seinvece A e unamatrice mxn eB e C sono matrici nx p alora
A(B+C)=AB +AC (proprieta distributiva a destra)
Dunque, il prodotto righe per colonne gode della proprieta associativa (1) e della proprieta
distributiva rispettivamente a sinistra e a destra rispetto alla somma.
Si hainoltre:




se AOK™ e BOK"™ ede a OR adlora
a (AB) =(a A)B = A(a B)
Il prodotto di matrici non &€ commutativo, per cui se AOK™" e BOK™ sono definite
entrambe le matrici prodotto Ax B=C OK™" e Bx A=C'OK"", in generalerisulta
C=AxB#BxA=C".
Cio e sicuramente vero se sl considerano matrici quadrate
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Esempio A:E0 1HDK’ B= EB 4HDK'
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Teorema di Binet

Le definizioni date, riguardanti il prodotto fra matrici, sono giustificate dal seguente
teorema di Binet : Date due matrici simili A e B di mrighe ed n colonne, il determinante
del loro prodotto per righe € nullo se n < m; se le matrici sono quadrate il determinante
del loro prodotto € uguale a prodotto dei loro determinanti; se n>m il determinante del
loro prodotto e uguale ala somma di tutti i prodotti che s ottengono moltiplicando ogni
minore di A di ordine m per il minore corrispondente di B.

Altre proprieta algebriche delle operazioni matriciali

Se A éunamatrice e c € un elemento del campo K su cui si opera, cioé
a_ Km,n DE-’ Kn,m
AOK™ ecOKl ‘(cA) c'A [ t
FAD A
Se A eB sono matrici mx n allora
'(A+B)='A+'B
Se AOK™ dlora'(‘A) = A
Se A éunamatrice mxn e B eunamatrice nx p alorarisulta
'"(Ax B)='BX'A
Quindi avremo: La trasposta del prodotto di due matrici S ottiene moltiplicando le
trasposte delle matrici in ordine inverso.




