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Liceo Classico Sperimentale Statale "Bertrand Russell" di Roma
Lezione n°3

TITOLO: Aspetto energetico delle interazioni newtoniane e coulombiane 

L’energia potenziale elettrica

Per definire l’energia potenziale elettrica U di un sistema di cariche nel caso di campi stazionari, è necessario associarla ad una forza conservativa. Ricordiamo che una forza di questo tipo indica che il lavoro compiuto per spostare un corpo da un punto ad un altro non dipende dal tragitto percorso ma solo dalle posizioni iniziale e finale assunte dal corpo. Sotto l’azione di questa forza, un corpo passa da un punto B ad un punto A, e possiamo definire “differenza di energia potenziale ΔU” la variazione

         (U = UB – UA                (1)
Questa grandezza fisica scalare, allo stesso tempo, corrisponde al lavoro compiuto dalla stessa forza nello spostare la carica durante il tragitto da B ad A. Quindi 

         (U =LB→A        oppure      (2)            (U = -LA→B               (3)      

se si considera il tragitto inverso.              

Riguardo all’energia potenziale elettrica U è necessario fissare arbitrariamente un punto, o comunque una condizione, in cui essa sia uguale a zero, ad esempio il punto R. Definiamo perciò “energia potenziale” del sistema di cariche elettriche rispetto al punto B la differenza di energia potenziale tra B ed R

         UB = UB – UR = UB – 0                (4)

Vediamo adesso in che modo otteniamo queste formule. Consideriamo un sistema elettrostatico in cui compaiono una carica Q, positiva, ed una carica q di prova, sempre positiva ma molto piccola. Essendo le due cariche dello stesso segno, si svilupperà una forza colombiana di tipo repulsivo, che tenderà di allontanare q da Q. Il lavoro compiuto da questa forza F per spostare la carica q da A a B è uguale a 

LAB = F( s              (5)

ovvero in termini di modulo            LAB = F( s( cos(               (6)

dove ( è l’angolo fra i due vettori forza F e spostamento s. Ricordiamo che per la legge di Coulomb, valida nel caso di cariche puntiformi, il modulo della forza è

         |F| =  1( 4 ( ( ( Q q ( r ²             (7)

 e pertanto  LAB = 1 / 4 π ε  Q q / r ² (rB – rA)               (8)     

Dove (rB – rA) rappresenta lo spostamento subito dal corpo per effetto dell’azione della forza F.




A questo punto bisogna notare che la carica di prova q non sta ferma, e la sua distanza da Q aumenta sempre di più. La formula (8) pertanto non si può applicare, poiché (rB – rA) cambia con continuità. Per aggirare questo ostacolo, che ci impedisce di utilizzare la formula del lavoro di una forza costante, utilizziamo un metodo matematico che si incontra frequentemente nella scienza secondo il quale si divide la distanza AB in piccoli segmenti, come in Fig.1, in modo tale da rendere la variazione di F molto piccola. Ad esempio consideriamo il tratto AC1 e, mediante la media geometrica, possiamo calcolare la forza media in quel tratto secondo la relazione

  FgAC1 = √ (FA ∙ FC1)                (9)

           FgAC1 = √ (1/4πε ∙ Q q/rA² · 1/4 πε · Q q/rC1²) = 1 /4 π ε · Q q / rA rC1
Avendo ottenuto la forza media FgAC1 è ora possibile calcolare il lavoro compiuto da questa forza.

          LAC1 = FgAC1 · (rC1 – rA) = 1/4 π ε · Q q /rA rC1 · (rC1 – rA)              (11)

          LAC1 = (1(4(( ( Q q ( rA ) – (1( 4(( ( Q q ( rC1 )                   (12)
Lo stesso procedimento è applicabile agli altri tratti successivi, C1C2, C2C3, fino a Cn-1B. Il lavoro totale è quindi ottenibile dalla sommatoria dei piccoli lavori ottenuti per ogni tratto. Ma in questa sommatoria si verificano molte semplificazioni a coppie in quanto compaiono gli stessi valori di segno opposto. Pertanto:

LAB = (Li    che si traduce in               (13)

                           LAB = ( 1 ( 4 ( ( ( Q q ( rA ) – ( 1 ( 4 ( ( ( Q q ( rB )             (14)

Così possiamo definire l’ “energia potenziale elettrica U” come quella grandezza fisica scalare che indica il lavoro compiuto dal campo elettrico necessario a spostare una piccola carica di prova q da A a B. Nel caso in cui in un sistema elettrico siano presenti più di due cariche, l’energia potenziale totale del sistema è data dalla somma algebrica Ut = ΣUi delle energie potenziali che si avrebbero scegliendo le cariche a coppie in tutti i modi possibili. 
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Si definisce energia potenziale assoluta U, il lavoro necessario per portare la carica dal punto considerato all’infinito perché quest’ultimo è proprio quel particolare punto R in cui l’energia potenziale è uguale a zero ( v. formula (4)  )

Il potenziale elettrico

L’energia potenziale U =  1( 4 ( ( ( Q q ( r, oltre a dipendere dalle cariche Q che generano il campo elettrico, dipende anche dalla carica di prova q. Al contrario, esiste un’altra grandezza fisica scalare V, il “potenziale elettrico”, che non dipende dalla carica di prova ma solo dalle cariche che generano il campo e dai punti in cui lo si calcola. La differenza di potenziale ΔV = VB – VA tra due punti A e B, che si trovano in un campo elettrico si definisce come il rapporto 

ΔV = U/ q              (15)

Come per l’energia potenziale, anche per il potenziale scegliamo arbitrariamente una condizione di riferimento R in cui il potenziale sia uguale a zero. A questo punto definiamo potenziale elettrico VP in un punto P, la differenza di potenziale tra  

          VP – VR = VP – 0 = VP

Essa può anche essere espressa come 

         VP = - LRP ( q = LPR ( q            VP = UP ( q

A partire dalla formula  (1)  è possibile calcolare il potenziale elettrico V generato da una carica puntiforme Q in un punto P a distanza  r da essa,  in cui si trova una carica di prova q.

Se il campo elettrico E è generato da più cariche il potenziale elettrico in un punto P in cui non ci siano cariche è dato dalla somma algebrica dei potenziali che ci sarebbero in P se ognuna delle cariche che generano il campo si trovasse da sola.

Precedentemente abbiamo ottenuto la relazione che mette in corrispondenza il lavoro con la differenza di potenziale (L = -ΔU). Mediante alcuni esempi è possibile chiarire tale relazione ed infine constatare che cariche elettriche, una volta separate, tendono a ristabilire l’equilibrio *

I esempio: si considera una molla all’estremità della quale si trova una massa puntiforme m. Lasciandola andare si può notare che la molla si distenderà e la massa m solidale con la molla verrà messa in moto, manifestando possesso di energia cinetica K.

II esempio:  si considera una piccola massa m, alzata da terra fino ad una altezza h. Lasciata cadere, essa verrà messa in moto, acquistando velocità e manifestando, come nel primo caso, possesso di energia cinetica K.

III esempio: si considera una carica di prova q, che si trova all’infinito, rispetto ad un’altra carica più grande Q. In questa condizione la carica di prova q si trova in equilibrio e la forza che agisce su di essa è uguale a zero. Se la si avvicina verso l’altra, fino ad una distanza r e la si lascia libera di muoversi, essa manifesterà possesso di energia cinetica K, come negli altri casi. Vi è una profonda analogia nei tre casi esaminati. Al di là della differenza fenomenologica (il primo è un processo elastico, il secondo un processo gravitazionale, il terzo un processo elettrostatico) vi è un denominatore comune nei tre fenomeni che li rende molto simili producendo un una forte analogia. Sta qui la potenza del concetto di energia che riesce a stabilire un forte legame analogico di tipo trasversale nella diversità dei fenomeni indagati.
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Volendo spiegare l’origine dell’energia cinetica K che caratterizza gli esempi precedenti, si può dire che nel primo caso la massa m si trova in un campo elastico є in cui ad ogni punto è associato un valore di energia potenziale elastica che è stata trasformata in energia cinetica. Allo stesso modo nel secondo caso la massa m si trova in un campo gravitazionale g in cui ad ogni punto P viene associato un valore di energia potenziale gravitazionale che è stata trasformata in energia cinetica. Quindi nel terzo caso la carica q si trova in un campo elettrico E, in cui ad ogni punto viene associato un valore di energia potenziale elettrica che è stata trasformata in energia cinetica. Perciò è possibile riassumere le conclusioni derivate da questi esempi con uno schema analogico. 

        I esempio                        II  esempio                       III  esempio 

L = F x = - 1/2 K x ²       L = F· s                        L = 1/4 π ε Q q / r ² (rB – rA)

L = - Δ U                         L = - Δ U                      L = - Δ U                              

                                                                                                                                  (19)

Le superfici equipotenziali

Il potenziale elettrico V viene rappresentato da superfici equipotenziali allo stesso modo in cui il campo elettrico E viene rappresentato da linee di campo. Si definisce superficie equipotenziale il luogo dei punti dello spazio in cui il potenziale V assume un dato valore costante. Considerando che

         V = 1/4 π ε · Q q / r               (20)

possiamo dedurre che le superfici equipotenziali sono composte da punti che si trovano ad una stessa distanza r dalla carica Q che genera il campo, e quindi corrispondono a sfere con centro Q.  Inoltre un’essenziale proprietà di tali superfici è che in ogni punto esse sono perpendicolari alla linea di campo che passa per quel punto.

Un esempio interessante è quello di un campo elettrico uniforme E, generato da una distribuzione piana ed infinita di cariche. I punti che compongono le superfici equipotenziali corrispondono a piani paralleli tra loro e perpendicolari alle linee di campo, le quali sono rettilinee, anch’esse parallele, ed equidistanti tra loro.
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Per dimostrare le proprietà delle superfici equipotenziali, consideriamo una carica di prova q che si sposta da A a B. Essa è soggetta ad una forza F parallela alle linee di campo ma perpendicolare allo spostamento ΔS. Quindi il lavoro L è nullo e di conseguenza anche il potenziale V = LBA/q    è uguale a zero, e questo significa che A e B hanno lo stesso potenziale e lo stesso vale per gli altri punti dei piani che rappresentano le superfici equipotenziali. 

Deduzione del campo elettrico E dal potenziale V: la relazione notevole

Considerando la definizione di superficie equipotenziale, è possibile calcolare il campo elettrico E se si conosce l’andamento del potenziale V nei dintorni di un determinato punto. Innanzitutto ci riferiamo ad una zona di spazio abbastanza piccola da poter considerare il valore del campo elettrico E costante, in cui le superfici equipotenziali sono piani perpendicolari ad E. 
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Nella superficie equipotenziale S1 si trova un punto P;  in S2 si trova il punto Q. Nello spostamento di una carica di prova dal punto P al punto Q, il lavoro L compiuto da una forza elettrica F durante lo spostamento PQ, è dato dal prodotto di tale valore per la distanza ΔS   tra le due superfici equipotenziali. Quindi sapendo che E = F ( q , abbiamo che

L = F ( s = q E (S               (21)               (V = L ( q               (22)

(V = q E (S ( q = E (S               (23)

dunque  E = (V ( (S

In realtà la relazione fondamentale (23) tra il campo  E la differenza di potenziale (V presenta il segno meno, che ha la funzione di affermare che la direzione del vettore campo elettrico E è tale da aumentare quando i valori del potenziale V diminuiscono. Cioè

E = - (V ( (S              (24)     

Parallelismo tra interazione gravitazionale ed elettrostatica

L’intensità della forza gravitazionale F di Newton, che agisce tra due masse puntiformi, M e m, poste a distanza r, viene definita come

F = - G ·  M m / r ²              (25)             

Invece l’intensità della forza elettrostatica F di Coulomb, che agisce tra due cariche puntiformi Q e q, poste a distanza r, è definita come 

F = ± 1 / 4 π ε · Q q / r²             (26)          
Dopo aver precisato che la prima è una forza solo attrattiva, mentre la seconda può essere sia attrattiva che repulsiva, è possibile individuare una certa analogia tra le due espressioni fisico-matematiche ed una corrispondenza tra le proprietà di ciascuna forza. Nel caso stazionario, entrambe le interazioni sono di tipo conservativo e possiamo anche definire una simmetria relativamente all’energia potenziale U ed al potenziale elettrico V. 

Nel primo caso:  U = ± 1/4 π ε · Q q / r   Campo Elettrico               (27)    

                           U = - G ·  M m / r             Campo Gravitazionale                (28)
In entrambe le espressioni è presente una costante (1/4πε) e (G) e le due coppie di variabili (Q, q) e (M, m) che determinano l’interazione nonché la distanza r tra di esse. All’aumentare della distanza r, l’energia potenziale U in valore assoluto diminuisce.

Per quanto riguarda il secondo caso, abbiamo visto precedentemente che il potenziale elettrico V è uguale al rapporto U/q.

Perciò otteniamo che  V =  ± 1/4 π ε· Q / r    Campo Elettrico              (29)

          V =- G ·  M/ r           Campo Gravitazionale                (30)

In questo caso, oltre ad avere in comune una costante ed una distanza r, si può notare che il potenziale V non dipende da entrambe le cariche che si consideravano nel caso dell’energia potenziale, ma soltanto da quella che genera il campo. 

E’ importante notare inoltre che mentre l’energia potenziale U è una peculiarità del sistema, che coinvolge almeno due corpi o due cariche,  il potenziale V è una proprietà energetica dei punti dello spazio in cui si manifesta il campo.  In questo caso vi è una forte analogia tra il campo E e il potenziale V, entrambe indipendenti dalla seconda carica/massa che subisce il campo, da una parte è la forza F e l’energia potenziale U dall’altra. In realtà se non esistono due masse/cariche non esiste né la forza F né l’energia potenziale U, mentre possono esistere un campo E ed un potenziale V in quanto questi ultimi sono proprietà fisiche associate ai punti dello spazio.

TAB. I  ( Sintesi del parallelismo tra interazione gravitazionale ed elettrostatica )

	F = ± 1 / 4 π    F = ± 1/4 π ε · Q/ r                                      
	  F = - G ·  M m / r ²                                    (1)   

	E = F/ q = ± 1/4 π ε · Q/ r ²                                            
	   g  = - G ·  M / r ²               g = F / m        (2)

	U =  ± 1 / 4 π ε · Q q / r
	   U = - G ·  M m / r                                     (3)

	V =  ± 1 / 4 π ε · Q / r
	  V = - G ·  M  / r                 V = U/ m        (4)                                                   


Vediamo ora come si ottengono le quattro relazioni nel caso gravitazionale

(1) Nel caso gravitazionale applicando il teorema di Gauss

 
Ф SC ( g ) = - 4 π G M               (31)

     
Ф SC ( g ) = g · s                        (32)

 
g · 4  π r ²  = - 4 π G M                (33)

e il campo g, indipendentemente dalla massa di prova m che subisce il campo gravitazionale, diventa


g  = - G · M  / r ²              (34)

(2) Sapendo che 


g  = F/ m                (35)

la forza gravitazionale che dipende dalla massa di prova che subisce il campo gravitazionale si ottiene come

F = m · g = - G ·  M m / r ²               (36)

(3) Il lavoro compiuto dalla forza gravitazionale F, quando il suo punto di applicazione si sposta dal punto A distante rA al punto B distante rB misurati rispetto ad M, è


L = F · s                (37)

ma dato che F non è costante calcoliamo il lavoro eseguito dal campo gravitazionale quando sposta la massa M  da un punto ad un altro. Come abbiamo precedentemente detto non possiamo applicare la relazione

L = F ·  r               (38)

in quanto la forza  F non è costante perché dipende da punto a punto dalla distanza  r . In altre parole la circostanza che F dipende da r non permette di calcolare F seguendo il modello geometrico ovvero mediante il calcolo dell’area del rettangolo di lati F r. Possiamo tuttavia calcolare un valore approssimativo di questo lavoro seguendo lo stesso procedimento analogico concettualmente descritto dal fatto che immaginando che la forza rimanga costante negli intervalli Δr il lavoro fatto dal campo è uguale all’area colorata in fig.7

fig. 7

A questo punto otteniamo che

ΔLi = Fi · Δ Si               (39)

L = Σ Δ Li = -GMm (1/rA - 1/ rB)               (40)

Posto che 

U = -GMm / r                (41)

dove U è l’energia potenziale gravitazionale delle due masse rappresentate da m immersa nel campo gravitazionale di M, essa è il lavoro compiuto dal campo quando la massa si sposta all’infinito.

L = + UA - UB = - ( UB-UA ) = - ΔU               (42)

Nel caso in cui il punto B sia all’infinito

L = -GMm/rA = UA               (43)

poichè U ( r ) è convenzionalmente posta nel caso generale di r→∞, cioè 

U0 = U (∞ ) = 0               (44)

dove anche la forza gravitazionale si annulla . Dunque

U ( r ) - U (∞ ) = - G M m / r               (45)

Il segno negativo deriva dal fatto che essendo F una forza attrattiva, il suo verso è contrario a quello dello spostamento s e dunque essa compie un lavoro negativo. Scegliendo  U0 = U (r→∞) = 0,  l’energia potenziale U ( r ) che corrisponde alla forza gravitazionale sempre attrattiva, è negativa in quanto la distanza è sempre una quantità positiva. Questo illustra la peculiarità di tutte le forze attrattive fondamentali evidenziate con il segno negativo.

(4) Dalla formula dell’energia potenziale gravitazionale tra due masse m e M si ha che 


L = - (UB-UA) = - ΔU               (46)

Introdotta la funzione V( r ) ovvero il potenziale gravitazionale dipendente dalla distanza r , secondo la relazione


V ( r ) = U ( r )/ m               (47)

si ha che 

V ( r ) =  (- G M m / r) / m = - G M / r                 (48)

Le formule  (34), (36), (41) e (48) esprimono le relazioni con le quali acquistano significato metrologico e dunque quantitativo il campo gravitazionale g, la forza di interazione gravitazionale F, l’energia potenziale gravitazionale U ed il potenziale gravitazionale V nel solo caso di campi stazionari prodotti da cariche puntiformi. Un analogo discorso è stato fatto nel caso elettrostatico. Anche li’ vale la limitazione accennata sopra.
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Fig.1- In questo sistema compaiono due cariche, Q e q, di prova e molto piccola.Essendo entrambe positive, si svilupperà una forza colombiana di tipo repulsivo, che provocherà l’allontanamento di q da Q. Perciò la distanza tra le due cariche tenderà ad aumentare e per rendere la variazione della forza coulombiana F molto piccola, si divide la distanza AB in piccoli segmenti. Ad esempio, considerando il tratto AC1, mediante la media geometrica è possibile calcolarne la forza media. 
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Fig.2 - In questo sistema elettrico sono presenti più di due cariche.L’energia potenziale totale del sistema in questo caso è data dalla somma delle energie potenziali che si avrebbero scegliendo le cariche a coppie in tutti i modi possibili. Ovvero
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Fig.5 - Questa figura descrive le proprietà di un campo elettrico uniforme generato da una distribuzione piana ed infinita di cariche. Le rette verticali rappresentano le superfici equipotenziali, parallele ed equidistanti tra loro e perpendicolari alle linee di campo, anch’esse rettilinee, parallele ed equidistanti tra loro.


Per dimostrare che tutti i punti delle superfici equipotenziali hanno appunto lo stesso potenziale,basta considerare una carica di prova che si sposta da A a B. Essa subisce una forza F parallela alle linee di campo ma perpendicolare alla distanza AB e da questo deduciamo che il lavoro WBA è nullo e di  conseguenza lo è anche il potenziale. Questo significa che A e B hanno lo stesso potenziale. 
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Fig.6 - I due punti P e Q si trovano rispettivamente sui piani perpendicolari S1 ed S2. Durante lo spostamento di una carica di prova da P a Q dovuto all’azione di una forza elettrica F, il lavoro W compiuto è uguale al prodotto del valore di tale forza per la distanza ΔS tra le due  superfici equipotenziali. Perciò sapendo anche che ΔV = W/ q , è possibile dedurre la relazione fondamentale.
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